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Vorlesung 1, 13.04.21

1 Lagrange-Formalismus

1.1 Grundidee

Im Mittelpunkt unserer Analyse des Lagrange-Formalismus steht das sogenannte Wirkungs-
funktional S. Dieses ist eine Abbildung, die einer (ganzen) Trajektorie eine reelle Zahl zuordnet.
Dieses beschreiben wir mithilfe der Larange-Funktion L.

Die zentrale Aussage dieses Formalismus besteht im Wirkungsprinzip, auch Hamilton-Prinzip
genannt, das besagt: Eine physikalische Bewegung verlduft so, dass das Wirkungsfunktional
minimal wird.

1.2 Variationsrechnung

Wir erinnern uns an den Funktionsbegriff y, der jedem Vektor & eine reelle Zahl zuordnet.
y:R" —R, y:7¥— y(7)

Ein Funktional F' ist dhnlich definiert, aber wir ersetzen R” durch Funktionen. Diese Menge von
Funktionen kénnen wir als Vektorraum V auffassen.

F:V—R, F:y~—— Fly|
Wir wéhlen als Beispiel, um uns dieses recht abstrakte Konstrukt zu visualisieren: Sei
y(x) =z
und unser Funktional .
Pl = [ oyt +4/ @)l
Wir erhalten )
Fly] = /0 [2° + 42%]dx = 1,5.

Stellen wir uns nun vor, wir interessieren uns fiir die Linge eines Weges im Gebirge. Sei
Z(1) = {x1(7),x2(7)} die Projektion eines Weges in drei Dimensionen auf die horizontale Ebene
(wie wir es von Landkarten kennen). Ist nun auch eine Funktion z(Z) gegeben, die einem Punkt
in der Ebene eine Hohe zuordnet, kénnen wir den dreidimensionalen Weg definieren.

= {@1(7), 22(7), 2(2(7))}

Fo (] F / \/81‘1 : <8x827(_7))2+<62($1(g3_,x2(7))>2

Das Resultat ist die gesuchte Weglinge (eine reelle Zahl), die unser Wanderer im Gebirge
zuriicklegt.
Nun wollen wir aber den Weg, den wir zukiinftig zuriicklegen wollen, minimieren, bzw. extre-
malisieren.
Sei dafiir der Definitionsbereich der Raum zweifach differenzierbare Funktion auf [0;1] mit

y(0) = yo und y(1) = y.




Nehmen wir dafiir zunéichst an, wir haben das Extremum schon gefunden, also ein yg, das F'[y]
extremalisiert. Unser Funktional F' ist dabei wie folgt definiert:

1
= /0 [y, v, x)da

Sei dafiir 0y eine zweifach differenzierbare Funktion mit dy(0) = dy(1) = 0. Dann erfiillt die
Funktion
Yo = Yo + ady

unsere Rahmenbedingungen. Diese unterscheidet sich um eine infinitesimale Funktion dy von y.

Damit nun F' ein Extremum hat, muss seine Ableitung null werden:

d
= Flya] = 0.
o [Ya] =0

Nun benutzen wir als y y,, entwickeln nach Taylor und leiten nach « ab:

1
Flya] = / dz f(yo + ady, yo + ady’, x)
0

= Flyo] + / dz [gi ady + gf/ aéy'} + 0(a?)

d ! f f
daF[ya]:/Od (35 +5,5>

Den zweiten Summanden kénnen wir nun mit partieller Integration umformen

! d of
0_/0 (d oy >5W

und wir sehen, dass der Randterm wegen dy(1) = dy(0) = 0 verschwindet.

Lofdey  Of

= —9
o 0y dx o Yy’ 4

Wir setzen wieder in die urspriingliche Form ein und erhalten:

Lrof  d of
o=, (5o~

dy muss fiir alle infinitesimalen Variationen gelten, und damit das Integral nach dem Variations-
prinzip verschwinden kann, muss der Integrand selbst verschwinden, und es bleibt die Euler-
Lagrange Gleichung.




Vorlesung 2, 15.04.21

1.2.1 Beispiel

Euler.DGL. d
fly, o, z) =y +y? = () =2y =0

bzw. 0 = y” — y. Das ist unsere Dgl fiir Funktion y. Dies soll von yg gelést werden.

Beim Ableiten nach y, 3’ betrachten wir diese Grofien als unabhingige Variablen.

1.3 Hamiltonsches Prinzip

Fiir jedes (in gewisser Klasse) mechanische System mit s Freiheitsgraden existiert eine Lagrange
Funktion L,
L= L(Q7Q7t)7 q = {qh "'7q5}

so dass gilt: Die phys. Bewegung von ¢ = ¢! beit = ¢; nach ¢ = ¢® bei t = ty verliuft
so, dass das Wirkungsfunktional

to

Slql = /L(q,q,t) dt

t1

stationdr wird (Minimum fiir kleine Bahnabschnitte).

1.3.1 Kommentare
[L] = Energie ; [L-dt|] = Energie - Zeit
|
Wirkung

Der Begriff der Wirkung beherrscht die gesamte moderne Physik.

Wir wissen schon: Hamilton Prinzip = Eulersche Dgl:
d oL oL _
dt 0¢ Oq
Eulersche DGL = Euler-Lagrange-Glg. = Lagrange Glg. der 2. Art

d oL _9L _ . d oL oL _

E . (97q B o”Tq N verallgemeinert fiir s > 1 & . E)iq, B 87(]7, N

,i=1,..,8




1.4 Form der Lagrange-Funktion und erste Anwendungen

e Fundamentaler Fakt: L = T —V | kin. — pot. Energie

e L bzw. S fundamental = Herleitung unméglich

Aber: Begriindung aus Symmetrie Argumenten

rein technisch: existiert ”Herleitung aus Newton” (— spéter)
|Hamilton-Prinzip ist fundamentaler als Newton||

1.4.1 Massenpunkt in Potential
Im Folgenden leiten wir die Grundgleichung der Mechanik mit Hilfe des Hamilton Prinzips her.

L:T—V:%fQ—V(x)

Ao, 0
dt 0zt ozt

L=0 miti=1,2,3

1.4.2 System wechselwirkender Massenpunkte

= ZT_Z%# L V=D V(17 - @)

a>b

Jetzt haben wir

und wieder L = T'— V. Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Koordinate z?, lautet

(Zvab —xby> 0

Die drei Gleichungen fiir ¢ = 1,2, 3 lassen sich zu dem vetrauten Ergebnis

Mo Ta=F, mit Fo=> Fup=-Va» Va(|Za— 7
b b

1.4.3 Mathematisches Pendel im Fahrstuhl

Im Folgenden betrachten wir ein Pendel, das an der Decke eines mit a beschleunigten Fahrstuhls
aufgehéingt ist. Das Pendel schwinge in der  — y-Ebene, v, sei a - t. Wir finden

m

L= 5172 -V mit v= <((11t(l -sin(p)),a -t — %(l : cos(go)))

und
V=m-g- (gtz—l-cos(cp)).

Sehr kompakt geschrieben lautet nun die Euler-Lagrange-Gleichung

(3-8

7



wobei wir natiirlich die versteckte Abhéngigkeit von ¢ beachten miissen:

(%172 - V) - n. [l2 cos?(9)@* + (a-t+1- Sin(go)gb)Q] -—m-g- (th —1- cos(go))

2
Eine kurze Rechnung liefert
d 9 0
0= T ( (IP-2-¢+2a-t-Isin(p ))) e <— 2a-t-1- @Sln(go)+m.g.lcos(cp))

O=m-1* - ¢+m-a-lsin(g)+m-a-l-tcos(p)-¢—m-a-1-t-pcos(p)+m-g-lsin(p)
O=m-1> $+m-a-lsinp+m-a-t-1-¢pcosp—m-a-t-1-pcosp+m-g-lsing
und schliellich:
m-l-$=-—m-(g+a)sing
Zwange, sogar zeitabhéngige, sind leicht zu beriicksichtigen

Vorlesung 3, 20.04.21

1.5 Vereinfachte Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung

Sei ¢(t) eine Trajektorie. Sei dg(t) eine Variation der Trajektorie ¢(t).

Nun verdndern wir diese Trajektorie g geringfiigig, so dass q(t) + dq(t) die neue Trajektorie ist.
Dies impliziert natiirlich auch eine Anderung der Wirkung (des Wirkungsfunktionals) S. Da wir
die Trajektorie nur minimal veréndert haben, &ndert sich auch S nur minimal. Wir definieren
08§ als Differenz von alter und neuer Wirkung.

q(t) — q(t)+dq(t) | S—S+4S
—_———

neue Trajektorie

Stationaritat von S bedeutet:

to to
L j L ;
dq aq
t1 th
7 orer. oL
/ dt{aéq + adt“q)]

t1

partielle Integration unter Ausnutzung von dq(t1) = dq(t2) = 0:

to to

oL oL d oL oL |- d [OL

dt| —5 =2 dt =5 =5 — fat—(=)s
/ [a q*adt(‘”} / 3t g%, / dt<8q’>q
t1 t1 —— 1

dq(t2) — 0q(t1) =0

to

= [l )

t1

[
o fall )

t1

muss identisch Null sein



1.6 Kommentare

1. Argumente von L:

e G, 4, etc. diirfen nicht vorkommen, weil sonst Bewegungsgleichung zu hoher Ordnung
sein wiirden und Anfangsbedingungen ¢(t = 0), ¢(t = 0) nicht mehr reichen

2. Totale Zeitableitungen:

e Seien L und L’ zwei Lagrange Funktionen und L' = L+ $ (f(g, t)). f darf nun, wie
oben erkldrt, nur von ¢, nicht von ¢, abhéngen.

— Fiir die entsprechenden Wirkungen gilt:

to
d
g —_ =
s _S+/dtdtf S +
t1

wobei der Ausdruck in sich im Falle einer Variation dq nicht dndert.
Also gilt:
58" =468

so dass L' phys. gleichwertig mit L ist. Anders gesagt ist L nur bis auf eine totale
Zeitableitung definiert.

3. Bedeutung von S in der Quantenmechanik:

e (siehe Vorlesungsskript)

2 Symmetrien und Erhaltungsséitze

2.1 Symmetriemotivation der Wirkung
2.1.1 Freier Massenpunkt

Homogenitéit von Raum und Zeit = L(7, V,t) = L(7)
Isotropie des Raumes = L(7) = L(7?)
Invarianz unter (kleinen, infinitesimalen) Galilei-Boosts:

Diese im Moment noch allgemeine Funktion von T2 lisst sich weiter einschrénken, wenn wir
(kleine) Galilei-Boosts ¥ — ¥’ = ¥ + € betrachten:

LT? — LT = L(B2+27 -2+ 22

=1L 7)}2 + S
)+ (50
Damit dies eine Symmetrie ist, wollen wir, wie oben erkldrt, fordern, dass sich L nur um eine

totale Ableitung &ndert.
Also fordern wir:

(5005 ) 7 2= 5{r @ 2}

Damit die explizite Z Abhingigkeit nach dem Ableiten verschwindet, darf f hochstens linear
von 7 abhingen, und gar nicht von ¥, da sich sonst ein Beitrag mit ¥ ergeben wiirde.



Es lasst sich schlieflen:

f(V,7) = const. - (27 - €)

oL d
8(7}’2)( v-E) dt(const (27 5)) const. - (2v - )
oL oL m
o) = const. ; Def.: Fiehain)
L=27

2.1.2 Mehrere Massenpunkte

Wenn wir mehrere unabhéngige Systeme gleichzeitig betrachten, so kénnen wir die jeweiligen
Lagrange-Funktionen schlicht addieren:

L =L(q1,q2,41,4,t) = Li(q1,41,t) + L2(q2, g2, t)

Anwendung von % (% — 6% auf L liefert wegen der Linearitidt ELGs, welche den ELGs der
beiden Teilsysteme entsprechen.

Mehrere Massenpunkte:
Mg —
L= Z 70, U?L
a
(also L = T)
Hinzunahme von Wechselwirkungen der Form
V="V (|Za— 7))
a<b

respektiert die Galilei-Invarianz.

= plausibles L:

2.2 Energieerhaltung

Invarianz; Symmetrie
t—t+e¢

”"Homogenitdt der Zeit” =

Implementation in den Lagrange-Formalismus:

L(Q7q7t):L(Q7Q) | qg{(ha--w%}

a,_on . on .
dt —8% q; 9d; q;
_d(oLy. o d
“at\og ) T ag ar
—_————
wegen ELG

~at \ag at \ ag; -

oL
Hangt eine Lagrange-Fkt nicht explizit von t ab, so ist die Grofle £ = a—ql — L erhalten,
ai

= Energieerhaltung:

d
lso —=F = 0.
also =

10



2.3 Satz von Euler (M)

Definition: Eine Funktion f von n Variablen heifit homogen vom Grad k,
falls f(awy, ..., x,) = ¥ f(z1, ..., 2p)

Unser zentrales Beispiel:
. . 1 ..
T(QL ey qny g1y -y Qn) - 5f2](q17 ceey qn)QZQJ
= homogen vom Grad 2 in den Variablen ¢y, ..., ¢,

Satz von Euler: f(z1,...,2,) homogen vom Grad k

0

Begriindung: Leite die Homogenititsaussage nach a ab:

% (akf(xl, ,mn)> = Z (9f(04x810,[;i, oTn) : 8(;2%) = kaF L f (2, )

i
Setzen wir nun o = 1, so folgt die Behauptung.

Herleitung

Betrachte die Funktion Rsg — C,¢ +— f(tz). Aus der mehrdimensionalen Kettenregel folgt

_dtMf(x)
t=1 o dt

= MM ()| = Af(2)

t=1 =1

Y oof df (tz)
; 8.%1 (:U) = dt

wobei die zweite Gleichheit aus der vorausgesetzten Homogenitéit von f folgt.

Anmerkung: Eine Funktion heift homogen vom Grad k, wenn bei proportionaler Anderung aller
Variablen um einen Proportionalititsfaktor ¢ sich der Funktionswert um den Faktor ¢* #ndert.
Ein einfaches Beispiel dafiir ist die Funktion f(x) = 2P, welche homogen vom Grad k = p ist.

Beispiel
Sei f(x,y) = 22 + 22y, dann

fOz,My) = (Ax)? 4+ 2(Az)(Ay) = A2 (2% + 22y) = A2 f(z,y)

also ist f(x,y) eine homogene Funktion zweiten Grades.

fo=2(@+y); fy=22
of = of

Lyt =2 20y = 2 (22 + 2zy) =2 .
:>x8x+y8y z(z +y) + 2zy (2% + 2zy) f(z,y)

11



Vorlesung 4, 22.04.21

2.4 Energieerhaltung (Fortsetzung)
Annahme: L habe die Form: L =T -V

L:T—VE%fij( ) @i 45— V(q)

Ma o

5 U2 in verallgemeinerten Koordinaten

Term ergibt sich typischerweise aus ),

Diese Form ergibt sich, wenn wir ), %maﬁ’g in verallgemeinerte Koordinaten umschreiben. Mit

dieser Annahme und der Anwendung des Satzes von Euler gilt (7" ist homogen vom Grad 2)

oL oT
3Qz‘q 8Qiq

Alternativ dazu kénnen wir auch explizit nachrechnen:

oT . 0 (1 o . 1 .. 1 ) ) ..
269~ 2, (2fijij> G = §fjk5z‘ﬂqu' + §fijj5isz' = firGiqp = 2T
Es folgt somit
oL .
E="4-L=2T (T-V)=T+V,
9q;

wie erhofft.

2.5 Erhaltung der verallgemeinerten Impulse

Invarianz; Symmetrie
g1 —>q1t¢€

”"Homogenitdt des Raumes” =

In einem ¢y, ..., gs parametrisierten System bezeichnet man die Groéflen

_ 9L
Pr= 94

als verallgemeinerten Impuls. Dabei handelt es sich um eine Verallgemeinerung der uns bekann-
ten Situation

3
m. : oL
L= Z 53012 mit p; =

— = mx;.
i=1

Um den folgenden Prozess besser zu verstehen und die Homogenitét des Raumes in den Lagrange-
Formalismus zu implementieren, fithren wir den Begriff der zyklischen Koordinate ein.
Zyklisch bedeutet schlicht und ergreifend, dass sie nicht explizit in L vorkommt; ihre Ableitung
darf das wiederum.

Implementation in den Lagrange-Formalismus:

L:L(QQV'"qqulv"qu’t) q1 HQ1+5

d oL dL oL

—— — — =0 und per Annahme — =0.
dt 041 oq P oqn

oL
Damit ist also py = —— erhalten.

oq

12



Dies stimmt auch mit unserer Intuition iiberein, wie wir es z.B. vom schriagen Wurf im Schwe-
refeld kennen; der Impuls in x- und y-Richtung ist erhalten.

Ein weiteres Beispiel fiir die Erhaltung des verallgemeinerten Impulses ist der Massenpunkt im
Zentralpotential:

L= 202 +i%) = V(r).
Dabei fillt auf, dass ¢ zyklisch ist und somit gilt
oL
— = mr?
op 2

Das ist genau der Betrag des Dehimpulses.

Wir erhalten nun als Zusammenstellung der Galilei-Transformationen und ihren dazugehorigen
Erhaltungsgréfien folgende Ubersicht.

Symmetrie Galilei-Transformation | Erhaltungsgroéfie
Homogenitét der Zeit Zeittranslation Energie
Homogenitét des Raumes Translation Impuls
Isotropie des Raumes Rotation Drehimpuls
Boost Ty — Ust

2.6 Noether-Theorem

Zunéchst definieren wir die kontinuierliche Symmetrie mit Hilfe der Translation

q(t) — q(t) + dq(t) = q(t) +ex(?).

Wichtig hierbei ist, dass € € R, sodass wir den Grenzwert ¢ — 0 bilden kénnen. Nun fordern
wir, dass

0L = L(q +dq,4+ 0q,t) — L(q,q,t)
S , d
=Lla+ex,g+ext) = Llg.¢,t) =e - f
df

Unser Kriterium fiir Symmetrie ist also 0L = EF
0

Im néchsten Schritt variieren wir geméfl Euler-Lagrange:
d oL oL

oL =t f = a—qéq 30
Tt (ZL>5 c(‘;L;ltdq
- i(5)
Wir klammern aus und erhalten
TR PN

4 f), dann gilt

Sei die Transformation mit dg; = €x; eine Symmetrie (das heifit, dass 6L = ¢ - 7

das Noether-Theorem:
d (0L
i =0
dt (8 Xi—f )

13




Beispiel
Betrachten wir ein L ohne explizite Zeitabhéngigkeit, sodass die entsprechende Transformation
ist
a(t) > d'(t) = q(t + ) = q(t) + () - e + O (7)),
sodass (denn dq = ¢'(t) — q(t))
dg=qg-e=ex bzw. x=4q.

Jetzt berechnen wir JL :

oL oL oL oL .. <8L dg 0L dq> d

0L=—":9 —0¢ = e— —q = —_— — = L.
q-+ q=¢e—qte—q=¢ 9 dt+6q a €

dq dq dq dq Cdt
Damit haben wir gefunden, dass f = L gilt und unsere Erhaltungsgrofie ist

oL oL .
%X—f—aqu—L—E

wie erwartet.

2.7 Mechanische Ahnlichkeit

Betrachten wir ein System mit Lagrange-Funktion L und Potenzial V', das eine homogene Funk-
tion vom Grad k ist. m
L= 22 _V(F,...T), t— zt
>RV @) (t)
Betrachten wir nun die Transformation

r—axr, t— Pt

mit «, 3, als fest gewdhlen Konstanten.

Damit erhalten wir die neue Bewegung
t—x(t) — [t ax(t),
also mit dem Variablenwechsel ¢ = St und Umbenennung ¢’ — ¢
t— oz <t> .
p

Die kinetische und potenzielle Energie transformieren sich dementsprechend zu

2
T—>(;‘> Vo afv

“=(5)

Daraus folgt, dass L — o*L, und die Euler-Lagrange-Gleichung ist jeweils in L (Grad 1), =
(Grad -1) und ¢t (Grad 0) homogen.

und wir fordern, dass

2
Falls also die alte Bewegung eine Losung darstellt und falls o = (g) gilt, so ist die neue Be-

wegung wieder eine Losung. Diese Situation nennen wir mechanische Ahnlichkeit, also wenn
die neue transformierte Trajektorie wieder eine physikalische Bewegung (lost ELG) beschreibt.

14



L L
Dann ist die ELG g 8— — 8— = 0 unter unserer Trf. invariant.
dt \ 0t ox
— weil die ELG in L, x, t homogen ist vom Grad 1, -1, 0

Man spricht dann von mechanischer Ahnlichkeit”.
Also: wihle 8 = f(a) = al=% = neue, transformierte Trajektorie ist wieder Losung.

2.7.1 Anwendung

e Sei X eine typische Lénge einer Bewegung

e Sei T eine typische Zeit einer Bewegung

Nach Transformation: X' = aX : T =BT

= bei mechanischer Ahnlichkeit gilt

T X\
- (3)

Zu einer Bewegung mit typischer Zeit /Lénge %, gibt es eine Bewegung mit typischer Zeit/Linge
T X\
P

T/
e Harmonischer Oszillator: V ~ 22 = k=2 T = 1

T [ X'
Freier Fall. V ~z=k=1 ; — =1/—
e Freier Fa T DT e

(Quadrate der Fallzeiten verhalten sich wie die Fallhthen)

%, so dass gilt

Beispiel:

T/ X/ %

T \X

= Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie Kuben der Bahngrofien (vgl. 3. Kepler-
sches Gesetz)

e Gravitation: V' ~ % =k=-1 ;

Einschub:

d of . of. Of
Ef (x(t),y(t),t) = 8730:6+67yy+a

Symm. Gruppe Kepler: SO(4)
(ungebunden: SO(1,3))

15



Vorlesung 5, 27.04.21

2.8 Virialsatz

Definition einer zeitgemittelten Grofle:

t
— . 1 / /
(4) = lim [ A A()
0

besonders einfach, falls A totale Zeitableitung ist.

- konkret interessiert uns (I') ; 7' = kin. Energie
- wollen T" umschreiben in totale Zeitableitung

d d oV
= 2 f— o — _— ) —_ —
2T = mv* = pi = py (pz) — px g” (pz) + = D

[Problemlos verallgemeinerbar auf S > 1]

ov d
o7 —z——) = (—
S (T - 25 ) = (5

o1
o (b)) = Jim & (pe,, = pf, ) =0
falls p und x beschrinkt

t

= Virialsatz: Fiir Bewegungen in einem beschrinkten Gebiet mit beschrankten Geschwindig-
keiten gilt:

2(7) = (- )
a —~—

E?a\/

N 3 gy
Das Virial: L
as Viria aZ::l Zz; x, o
= Falls V homogen vom Grad k Datz von Buler, 2T) = k(V)
Beispiel:
e Oszillator (T") = (V)

e Gravitation 2(T) = —(V') = ergibt natiirlichen Zusammenhang zwischen mittlerer Stern-
geschwindigkeit und Galaxienmasse

16



3 Tragheitstensor

3.1 Tragheitsmoment und Satz von Steiner

Feste Achse A

lement_mit Masse m,
und Radius r, |

Abbildung 1: Rotation eines starren Kérpers um eine feste Achse A. Der Koérper kann sich nur
um diese feste Achse drehen. Fiir die infinitesimalen Massenelemente gilt: m, = p, AV,

— Ma 2 Ma o o _ 1 2 : — 2
T = 7-va—27-w 'ra,L—ng'W mltIA:Zma-ra’l

wobei 4 das Trigheitsmoment bzgl. der Achse A darstellt.
AV, = 0= 14 = /d3? (Pt

Einziger Freiheitsgrad: ¢ (mit ¢ = w)

- 1 > .
Ly, ¢) = 51a- G =Vip) =|Ila-¢= ——@V(w)

wobei V() = > Vo (7a()).

dv
Wir wollen 1o besser verstehen: Dazu:

17



€ 4 — Einheitsvektor in A-Richtung

av , 0B X Ta) =2, —
_—— = — 1 _— . a a
= Tap T A, > 50 VVa (Ta()) | -

a
=Y & (@) ()" (7
@ _jki

= Q’-Z(Fa’xﬁ»
a

Projektion des Gesamtdrehmoments M auf A

d , —
= —(Ig-9) = - M
dt(A <P) €A

Nun teilen wir 7 in zu A parallele und orthogonale Komponenten auf, um uns im Folgenden

Arbeit zu sparen.
Erinnerung: L = m7 X T (fiir Massenpunkt)

.
E;{-L_m-a[(?—i—?f)xﬁ’

7| irrelevant, da (7] X ¥') L e4 und der Parallel-Term somit 0 féllt

AuBerdem gilt: 7| x ¥ =1 -p-ea | mit [T =7, ¢
—
=es-L=m-1r2 ¢

ei-L=1Ia-¢

Nach Summation iiber a:

A L= marl cp=1Ix-¢

a

i(—g.f):a.]\_j

dt

Niitzliche Beziehung: [Ig bekannt ; Was ist 14 7
— Ig = Trigheitsmoment um die Schwerpunktsachse

— [ 4 = Tragheitsmoment um die feste Achse A

Abbildung 2: Trigheitsmoment bzgl. A lisst sich bestimmen mit dem Trégheitsmoment bzgl. S

18



Nun kénnen wir leicht das Tragheitsmoment unseres Korpers beziiglich der zu A parallelen Achse
bestimmen. Die Relation ist auch als Satz von Steiner bekannt.

/2
Iy = g Ma " Tq |
a

2

s

= Zma ' (?a,J_ - RJ_)
a N——

Mischterm fallt
beim Summieren weg,
da Schwerpunktsachse

IA:Zma-Ri—i-Zma-ril
a a

= |[y=M-R? +1Ig

Satz von Steiner
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Vorlesung 6, 29.04.21

3.2 Tragheitstensor

Die kinetische Energie des starren Korpers setzt sich zusammen aus Rotation und Translation
des Schwerpunkts, also

Ma Ma, . o Ma Y L
T= T‘IUQ:Z?“(U—FQJXT&)?:ZT“[v2+2v(w><ra)+(w><7"a)2]
a a a
Der Term ), mgv - (& x ry) verschwindet, denn ) m,r; = 0 (denn wir befinden uns im

Schwerpunkt des Korpers, sodass alle Mm,r, sich aufheben).

Es folgt, dass
M Mg, . M
T = > 7+ ga —2‘1 (@ x 75)? = > 2 + Ljjwiw;.

Dabei ist I;; als unser Tragheitstensor definiert als

Iij = [/dSFp(m 0 ((57;]'7_"2 — TZ'Tj)dV

Speziell fiir ¥ = (x,y, z) erhalten wir I in Matrixdarstellung

v+ 22 —ay -y
I= /dxdydz p(P) - | —xy 2?4y —yz
—TZ —Yz x? + y2

diese Schreibweise ist meist fiir uns Physiker praktischer

Beispiel: Wiirfel mit homogener Dichte

Im Folgenden berechnen wir den Tragheitstensor eines Wiirfels mit der Kantenldnge 2a.
16
Ly = p/ (y* + 2% dV = p—-d°
v 3
16 5
ECL
16
I, = ,0/ (y2 + :1:2) dV = p—d®
v 3

Iyy:p/ (22 +2%)dV =p
%

Ixy:Iym:—p/y:chzo

1%

IyZ:IZy:—p/zde:O
1%

IZI:Im:—p/xde:O
\%

Dabei wurde benutzt:

/ de = [z], = 2a
a $2 a
de = | — =0
/a”: ) [ 2 }
a a a a a a 31@
/deV:/ / /xzdzdydx:/ $2dx/ dy/ dz:[%] (2a)2:§a5
\% —aJ—aJ—a —a —a —a —a
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Analoges gilt in y - und z -Richtung. Mit diesen Ergebnissen, der Kantenléinge d = 2a und der
Masse m = pd® des Wiirfels bekommt der Tensor die Form

P 5 m o
I ==d°1=—d°1.
6 6

3.3 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit

Sei V = C" ein Vektorraum iiber C. Wir definieren ein Skalarprodukt
z,y — (x,y) =z'y € C.

Wir benutzen die Notation MT = M7, mit 1 als die komplex konjugierte und transponierte
Matrix.

Des Weiteren fithren wir den Begriff der hermiteschen Matrizen ein, fiir die gilt HT = H.
Diese sind (nxmn)-Matrizen. Unser Ziel ist es, H zu diagonalisieren (was uns der Fundamentalsatz
der Algebra stets erlaubt), sodass wir die Gleichung erhalten

det(H — A1) = 0.

Die Losungen nennen wir \;, die Eigenwerte, und erhalten fiir alle A; eine nichttriviale Losung
x1 € V, sodass gilt
(H - /\11)551 =0 bzw. Hl‘l = /\1:61.

Eine wichtige Behauptung ist nun: H bildet das orthogonale Komplement zu x1, {x1}, wieder
auf {x1}, ab. Diese Behauptung kénnen wir bestétigen mit y € V, (y,z1) =0

(Hy,z1) = (Hy) 21 =y Hay = (y, Hxy) = A\ (y, 71).

Nach entsprechendem Basiswechsel konnen wir nun die (n — 1) x (n — 1)-Matrix H; betrachten,
die die Wirkung von H auf den Untervektorraum {x;}, beschreibt. Diese ist wieder hermitesch
und wir wiederholen obiges Argument und finden Eigenwerte und Eigenvektoren A, zo usw.

Wenn dieser Prozess endet haben wir n Eigenvektoren x; und wihlen diese fiir unsere neue
orthonormale Basis eq, ..., e, . Wir bezeichnen Matrizen U, die eine Orthonomalbasis wieder in
eine Orthonormalbasis iiberfithren, als unitér, also sodass gilt UT = U_;.

Obige Argumentation kénnen wir auch natiirlich auf reelle symmetrische Matrizen anwenden,
sodass sowohl Eigenwerte als auch Figenvektoren € R sind.

3.4 Haupttriagheitsachsen

Erinnerung: Ein Tensor ist ein geometrisches Objekt, in unserem Fall eines, das die Geometrie
und Massenverteilung eines Korpers beschreibt. Ein Tensor transformiert auf eine bestimmte
Art unter Drehungen

IZ{]- = Ry Ryl bzw. in Matrixschreibweise I'=R-I-R"=R-T-R7".

Nun besagt ein zentraler Satz aus der linearen Algebra: Jede symmetrische, reelle Matrix
kann durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform gebracht werden.
Demnach kénnen wir stets

Iy 0 0
I=|0 Ihb 0O
0 0 I
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erreichen, indem wir den Korper oder das Koordinatensystem entsprechend drehen. Die Elemen-
te I, I2, Is nennen wir Haupttrigheitsmomente und die Koordinaten €3, €5, €3 die Haupt-
triagheitsachsen.

Im Allgemeinen entsprechen diese den Symmetrieachsen des Korpers, sofern es sie gibt.

Befinden wir uns also im R3, so hat die Matrix I drei Eigenvektoren é;. Diese definieren die
Haupttragheitsachsen und I; sind die dazugehorigen Haupttrigheitsmomente.

Vorlesung 7, 5.4.2021

3.5 Das Tragheitsellipsoid
Wiirfel: I ~ 1

Kugel: Invariant unter Drehungen
I=RIR' VReSO(3)
I ist ein invarianter Tensor vom Rang 2
Fakt: (ohne Beweis) in d > 3 ist 6 (bis auf Normierung) der einzige Invariante Tensor vom Rang 2
=fiir Kugel gilt I ~ 1
genauer: 1Y = #mR2§" ¥ # = Zahl; zu berechnen

Weiteres Beispiel: Hantel

my

T
T 1 2

Abbildung 3: Tragheit am Bsp einer Hantel mit masseloser Stange und 2 Massenpunkten

0 0
m=10 , =10
a —a
mip =mg =1mMm
19 — Zma (5ij7—,'a2 _ (Fa)i(Fa)j)
[0
=2m (5ijF2 — rirj) =
71
00 0\\"” 100
.=2ma* [1-10 0 0 =2ma* |0 1 0
0 01 0 0O
1 00
leicht zu raten: realistische Hantel hat I~ [0 1 0 | e<<1
0 0 ¢

— ¢ entspricht kleinem Trégheitsmoment beziiglich z-Achse
= Vermutung: 3 allgemeine Beziehung zwischen I und der Form des Korpers
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Behauptung: So wie ein Vektor einem Pfeil im R? entspricht, so entspricht ein symm. Tensor
———

£
vom Rang 2 einer Fliche 2. Grades.

Flache wird definiert durch: < mit Z

ij

Setze t = I und gehe ins Hauptachsensystem:
IVzizd =1 =1 (z2h)? + L(2?)? + 1I3(z%)2 =1 | allel; >0

= Glg. fiir ein Ellipsoid (Trigheitsellipsoid”)

Abbildung 4: Tragheitsellipsoid

Eine durch e definierte Achse schneide das Ellipsoid bei Z.. Dann gilt: &, = |Z.|e
1=1Y z! =
=>1=198¢ |z =1 |z
1

VI

= Die Lénge des positiven, im Ellipsoid liegenden Teils einer Achse entspricht der inversen
Wurzel des Trigheitsmoments bzgl. dieser Achse.

= |Te| =

Also: Achsenteil grol — Trigheitsmoment klein — Korper hat in orthogonalen Richtungen
kleine Ausdehnung

= Tragheitsellipsoid folgt der Form des Koérpers

Korper 7O @ i o =

Ellipsoid | @ (Kugel) O (stehendes Ellipsoid) - (abgeflachte Kugel)

Abbildung 5: Illustration: Trigheitsellipsoid folgt der Form des Koérpers
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3.6 Tragheitstensor und Drehimpuls - mehr zur geometrischen Ausdehnung
Formale Tensor-Definition: Bilineare Abbildung
t: VXV =R (z,y) = t7 2"y

Unser Fall: I :  (&,d) — 1Y o' w? =2T

Also: Trégheitstensor stellt Beziehung von & und T her.
Im euklidischen Raum kann man Tensor vom Rang 2 als Abb. V — V auffassen.
t: V=V {2} {tY 27}
Unser Fall: T: {w'} — {17 w7} = {L%}
Behauptung

Also: Triigheitstensor stellt Beziehung zwischen & und L her: L = ¥ (7
Zunichst fiir einzelnen Massenpunkt:

L=FXP=mrFXF=mrX(@x7)
=m g i <5klm w! rm) =o=m (67 72—l )W
Analog fiir viele Massenpunkte:
L= me& ((5’7 7 — (7,)" (Fa)j) W =19 7
a
bzw. L=Tw

Matrix Schreibweise
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4 Kreisel

4.1 Eulergleichungen

]

Korperfestes System S Raumfestes System S’

Abbildung 6: * Ubergang durch Zeitabhiingige Drehmatrix R(t) € SO(3),
zB.L'=R-L,v=R-v

Bewegungsgleichungen:

L'=M :>£(R~L):R-M
N e’ dt

gilt im Inertial-
system S’

=R -L+R-L=R-M R-r=R-(wxr)
=R -(wXxL) +R-L=R-M w aus Sicht des rotierenden Systems S

= L=M+LXuw

Es gilt: L = T w. In S ist I eine feste Matrix (die wir auch noch diagonal wihlen koénnen <
Hauptachsensystem)

:>Iw:M+(Iw)><w ;I:diag(ll,Ig,I:g)
Ilwl = M1+w2w (12—13)

3
= 12 (,Z)Z = M2+w3 wl (13—11)
13 (,;)3 = .2\43 +w1 w2 (Il —Ig)

Euler-Gleichungen
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Vorlesung 8, 06.05.21

4.2 Freier Kreisel - qualitativ

Energieerhaltung im Hauptachsensystem:

3
E=T=cuw Tw=g ;11-(@1)
Es gilt: L' = I; w* (ohne Summe)
3 N2 2 2 2
NCEESS (G0 IR €0 R (5 M ) )
2 & I; 2FE1; 2FEI, 2FIs
22 g2 2
Vergleiche mit allg. Formel fiir ein Ellipsoid: 1 = — + 5 + —
a b c

= () definiert ein Ellipsoid im L-Raum = R3 auf welches L bei seiner Bewegung eingeschrankt
ist! Es heifit: Binet-Ellipsoid (Halbachsen: /2ET;)

Nutze Drehimpulserhaltung: L' = const. ; L' = R-L; L = R~'. L' # const.

Aber: ’I_;’ = const. (weil R~! € SO(3))
= L bewegt sich im korperfesten System auf Schnittkurven von Binet-Ellipsoid und einer Sphére
mit Radius |L| = |

Sei O.BdA. I; > 1, > 13

Fallunterscheidung
1. |L| < v2ET;

Dieser Fall ist unmoglich, da die Kugel und das Ellipsoid keine gemeinsamen Punkte haben.

Abbildung 7: Fall 1

26



2. |L| = 2EI;

Hier gibt es 2 Beriihrungspunkte mit L= +(0,0, \/2E13)T. Physikalisch bedeutet das,
dass w || €3 und dieses fest ist.

Abbildung 8: Fall 2

3. V2EL; < |L| < v2EL

In diesem Fall gibt es zwei geschlossene Schnittkurven, auf denen sich L im korperfesten
System bewegt. Im raumfesten System entspricht das der Prézession des Kreisels (siehe

spéter).

Abbildung 9: Fall 3

4. |L| = V2ET,

Es ergeben sich zwei sich kreuzende Kurven. Hierbei sitzt L entweder an einem Kreuzungs-
punkt (instabil), oder bewegt sich entlang der Kurven.

Abbildung 10: Fall 4
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5. V2EL, < |L| < V2ET,

Auch hier hat man es (dhnlich wie bei Fall 3) mit zwei geschlossenen Kurven zu tun.

Abbildung 11: Fall 5

6. |L| = v2ET
Auch hier ergeben sich zwei Beriihrungspunkte, jedoch diesmal von innen. Es liegt eine
stabile Rotation vor.

Abbildung 12: Fall 6

7. |L| > V2FET,
Dieser Fall ist wie unser erstes Beispiel physikalisch nicht moglich.
4.3 Freier Kreisel - analytisch

Nun wollen wir die obigen Illustrationen nochmals betrachten, jedoch diesmal auch quantitativ.
Wir erinnern uns an die Euler Gleichungen und spezialisieren uns auf den Fall Iy = I» < I3 und
definieren Iy = I1 2. Dies setzen wir in die Euler-Gleichungen ein

Iowy = (Lo — I3)wows
Iowy = (I3 — Ip)wzw:
I3w3 =0

also ist w3 konstant. Wir parametrisieren diese Konstante durch
I3 I3
ao=—w3-|1——)=ws - | =—-1
8 ( fo) - <10 >

o:)l = —QWw?2

und finden somit

d)z = aw1.
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Eliminieren wir wy durch Ableiten, erhalten wir die Differentialgleichung &1 = —a?w;, wovon
die allgemeine Losung w; = A-cos (at + ¢) ist. Wir kénnen O.B.d.A ¢ = 0 wihlen und erhalten
die Gleichungen fiir freie Prizession

w1 = A - cos (at)
wo = A - sin (at)
w3 = const.
Der Prézessionsbegriff bezeichnet also die Richtungsénderung, die die Rotationsachse eines ro-

tierenden Korpers (Kreisel) ausfithrt, wenn eine &uflere Kraft ein Drehmoment senkrecht zu
dieser Achse ausiibt.

Im konkreten Fall der Erde hat man

I
_<1_3)N0,003=e, O = Whrde - €
Iy
und somit T
Toriy. = —29° ~ 300 Tage.

Dies entspricht jedoch nicht unserer Realitdt: Man erkennt den sogenannten Chandler-Wobble
statt einer sauberen Prézession. Griinde dafiir sind beispielsweise die Jahreszeiten oder die De-
formierbarkeit der Erde.

4.4 Schwerer Kreisel - vereinfacht

Sei S’ eine Symmetrieachse durch den Schwerpunkt unseres Kreisels. Dieser ist im Ursprung des
Koordinatensystems fixiert. Wir arbeiten im raumfesten (gestrichenen) System und machen die
vereinfachte Annahme, dass L' || 5.

Wenn nun eine Kraft typischerweise die Schwerkraft, am Schwerpunkt angreift, folgt wegen
M’ =7 x F' ~ §" x F' im Rahmen unserer Né&herung, dass L' L M.

Abbildung 13: Der schwere Kreisel

AuBlerdem folgt aus

d, - - 7 a7 o
—(I"?=2L'-L und L =M — |L'| = const.

Des Weiteren liegt wegen F | €3 das Drehmomet M’ immer in der zi-zo-Ebene. Daraus folgt,
dass sich die Spitze von L’ stets auf einer Ebene bewegt, die zur x1-z2-Ebene parallel ist. Dabei
gilt (Wir befinden uns immer noch im L3)

Kreisradius = |[I/| -sing ~ und  Geschwindigkeit = |M/|.
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Fiir die Periodendauer gilt mit [ als Abstand zwischen dem festen Punkt und Schwerpunkt
T

2t R 27| L' - sin B or|L|
v | M|

mgl
Vorlesung 9, 11.05.21
4.5 Eulersche Winkel
Um eine exakte Analyse des schweren Kreisels durchzufiihren, miissen wir zunéchst lernen, die
relative Lage zweier Koordinatensysteme zu parametrisieren.

Diese Parametrisierung geschieht durch drei aufeinanderfolgende Drehungen. Wichtig ist hierbei,

dass sich kleine Drehungen additiv verhalten - wir kénnen also immer das entsprechende ¢
addieren. Deshalb addieren sich auch die Winkelgeschwindigkeiten

3:,'1

W = ez’ +Pés’ + ey’
mit w’ als abstaktem Vektor.
- 3
33!3 k.I: .IFIB l_r
Drehe um €3
—_—
, um R 22
. II" __
12 'u‘ _r?
__'gl
1 7 II*
3]_!1 3:1 3]_; .I;l
Drehe um €,1 um 6
A
3 _r3 3:,'3
N 23 4
\ \
\ Y
! Y
\0 . \0|
\ 22 Drehe um €,3 k\: 22
\ - v
|| ,'. \ /
‘ um ///
"
12 '|‘I I_r?
— N —
PN ?
ey * s |

Abbildung 14: Konstruktion der Eulerschen Winkel
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4.6 Schwerer Kreisel - exakt

Wie gehabt sei nun das ungestrichene System S fest mit unserem symmetrischen Kreisel ver-
bunden (I3 = Iy = Iy). Fiir die Lagrange-Funktion gilt also

1
L= ) [To(wi + w3) + Isw3] — mgl - cos 6.

Wegen der Rotationssymmetrie des Schwerefelds sind ¢ und 1 zyklisch (kommen nicht in £ vor)
und wir kénnen eine fiir uns notwendige Umschreibung durchfiihren

w1, w2, w3 — @, 1/}7 97 ()ba ¢7 9

O.B.d.A. kénnen wir ¢ = 1) = 0 setzen. Daraus erhalten wir e)y = ¢} und €3’ = €3-cos 0+¢€5-sin 0,
also gilt

—/

& = (€3 - cos O + € - sin ) + Yéz + €.
Daraus folgt, dass

w; =6

wy = ¢ -sinf

w3 = 1) + pcos b

und unsere Lagrange-Funktion ist somit
1 2 22 2 P 2
L'zi In(0° + ¢ sin” 0) + I3(¢ + ¢ cos )| —mgl - cosb.

Wir haben also 7" und V' in unseren gewiinschten Koordinaten und kénnen mit der Energieer-
haltung arbeiten.
Nun wollen wir noch ¢ und % aus der Gleichung eliminieren.

Wir setzen voraus, dass die partiellen Ableitungen von £ jeweils Konstanten L’ und L entspre-
chen.
oL .
— =L = I3(¢) + ¢ cos ) = const.
9% s(+¢ )
% _ /I . .92 . 2 i _
50 L' = Iypsin® 6 + I3(p cos” 6 + 1) cos ) = const.
¥
= Iygsin® 0 + I3(pcos O + ) cos 0
—_———
=L
= I/ = Iypsin® 0 + Lcosf
L' — Lcos#
Iysin® 6

&P =

. L' — Lcos#
L= Igh + [ycos P87
39+ I3 cos Ipsin? 6
L' — Lcos# .
< L —1T 0 ——— =1
3OS T sinZ 0 Y

L L' cos — Lcos? 0
I Ipsin? 6

&
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1 . L' — LcosO\?
E=>|I| 6% _— inZ 0
2[°< +< Tosin20 )Sm )
<L L' cosf — Lcos? 0 L’(:OSH—LCOS29>2

+ mgl - cos 0
Is Tosin2 0 Iy sin2 0 1mge s eos

1[, [+ (L' — Lcos®)? L?
= | (P + i |+ B =5 l-cos®
_ 0 ( + Ig a2 0 + 13 I§ + mgl - cos

[ L' — Lcosf)? L?
— 1,62 (— =
AR ARy R

} + mgl - cos 6

— Umschreiben und Term fiir Substitution anpassen; ( L = L3 ; L' = L?)

1 02(— sin 6)2 L3 _ I3 cos )2 1.3)2
=5 (.ng ) ( .;OS ) (£ + mgl - cos 8
2 sin® 6 Iysin® 6 I3
1. (=0sin0)? (L — L3cosf)? (L3)?
_ = [-cosf
29T~ cos? 0 21p(1 — cos? 0) + 215 T+ mgL - cos
Substitution: u = cos ; @ = —fsinh = 2 = 6% sin? 6
1 ?:L2 (L3)2 (L/3 _ L3U)2
E=_-Ip—— l-
0 g T S T LA — w2
(L3)2 (L/3 . L3u)2

+

Ve = mgl -
= Verr(u) = mgl-ut Sr=+ i)

Somit erhalten wir das dquivalente 1-dimensionale Problem in u

1 02
B=glor—g * Venlt)
— Auflésen nach —u2
2(1 — u? 2(1 — u? 2(L32(1 —u?)  2(1 —u?)(L® — L3u)?
Q) o 20, 2000 —ut) | 20— ) w)
Iy Iy 2113 213(1 — u?)
2 (L3)2 (L/3 . L3u)2
-2 2
s —ut==|(1- - - FE = 7
U T ( u)<mg u—+ oL, + 5T,

Polynom 3. Grades in u: ~ P(u)
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Vst (1)

| //\ »
—1 U1 uz 1 \ u

Abbildung 15: Polynom 3. Grades, welches —u? beschreibt

Beziehung zu ¢ :

mittlere Prazession

t

Abbildung 16: ¢(t)-Diagramm fiir den schweren Kreisel

betrachte Herleitung:

(L3 — L3 cos 0)
Ipsin? 6

=  schreitet ungleichméflig voran
verschiedene moégliche Kreisbahnen:

ebenso moglich:

WAVAY.

oder:

- (Grenzfall)
Dieser Grenzfall entsprich einem

“angedrehten” und dann in schrager
Lage losgelassenen Kreisel.

Abbildung 17: Kreiselbewegung, dargestellt auf Sphéire um den festen Punkt (FuBpunkt)
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5 D’Alembertsches Prinzip und Lagrange-Gleichungen der 1.
und 2. Art

5.1 Arten von Zwangsbedingungen
e Beispiele:

1 Gasmolekiile in Kasten
2a Perle auf unbewegtem Draht
2b Perle auf bewegtem Draht
3 Senkrecht stehendes, rollendes Rad

4 Durch Stangen verbundene Punktmassen

Zwénge heiflen holonom (,,ganz“, ,integer*) falls sie als nicht-differentielle Gleichungen formu-
lierbar sind:

mit t:  rheonom (2b)

holonom
ohne t: skleronom (2a), (4)

Einfach gesagt: alles, was sich auf einer Geraden, in einer Ebene oder auf einer Sphére bewegt.

Sonst: ,nicht-holonom*(Restriktion, die sich nicht auf eine Fliche, Sphire, etc. einschrinkt)
Wichtige Unterklasse: Zwéinge in differentieller, nicht-integrierbarer Form (Beispiel 3)

7: Auflagepunkt

9 ¢: Rollwinkel
f: Orientierungswinkel der Radebene
Abbildung 18: Auf einer Ebene rollendes Rad
Zwange:

dzt = Rdyp cos 6
dz® = Rdpsin

1
.o T
t f—
mit <x2>

Frage: Kann man eine Funktion ®(z!, 22, ¢, #) finden, so dass ®(z!, 22, ¢, #) = 0 gilt und wenig-
stens einen der Zwénge ersetzt.
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Beliebige Rollwinkel ¢ kénnen durch ein ‘Herumrollen’ auf einem kleineren oder gréfleren Kreis
zu gleichen (x!, 22, 0) zuriickgefiihrt werden.

Ozt 2%, 0,0) =0
o o o o

0=d® = —da' + —dz®> + —dp + —db
= 021" T 924 T 5,9 T g

Konnte man so eine der obigen
differentiellen Bedingungen finden?

Nein, denn dann kénnten wir nach ¢ auflosen. Aber eine eindeutige

Zuordnung z', 22,0 — ¢ = (2!, 2%, ) kann es nicht geben!
Ein Zwang (Zwangsbedingung) ist (in vielen Fillen) eine Einschrénkung der unabhéngigen
Anderbarkeit der Parameter (verallg. Koordinaten)

Vorlesung 10, 18.05.21

Gimbal-kardanische Aufhingung

7 axis
'

y gimbal

7 axis

(\ - X axis

a) ' b)

Abbildung 19: Gimbal mit 3 Euler-Winkeln. b) befindet sich im Gimbal lock
Gimbal lock: 1 Freiheitsgrad geht verloren. Nur 2 Freiheitsgrade bei § = 0
— bei Euler-Winkel Beschreibung von SO(3): Nur schlechter Punkt der Parametrisierung
vgl. verwandte Problematik bei Federpendel-Aufgabe (Blatt 5)

5.1.1 Zwinge
holonom

O(Zy,...,ZN,t) =0
bzw. ®(q1,...,q¢m,t) =0

differentiell; nicht-holonom

> filg,t)-dg' + filg,t)-dt =0

z.B. rollendes Rad auf Ebene (Abbildung 18)
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5.2 Prinzip der virtuellen Arbeit und d’Alembertsches Prinzip

Fakt: In vielen Fillen verrichten Zwangskrifte F¢ (¢ - constraint) keine Arbeit.
Wir wollen nun die im Allgemeinen nicht explizit bekannten Zwangskréfte aus unseren Bewe-
gungsgleichungen eliminieren. Genau das wollen wir im Folgenden diskutieren.

Beispiel: Masselose starre Stange

Abbildung 20: Masselose starre Stange

Aus Diskussion der Energieerhaltung in TP1:
§A = Ff, dity + Fs, dZy =0

Beispiel: Perle auf Draht

dz Draht

Fe

Abbildung 21: Perle auf Draht

= §A=F°dz =0

Aber: (Perle auf bewegtem Draht)
=JA#0

Ziel: Wollen die Grundidee “Zwangskrifte verrichten keine Arbeit” trotzdem nicht aufgeben.
Idee: Setze kiinstlich dt =0
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Prinzip der virtuellen Arbeit

Dazu Definition Eine virtuelle Verriickung ist eine gedachte, kleine Verriickung eines Systems,
welche mit den Zwéingen konsistent ist. — keine echte Bewegung

Unsere modifizierte Behauptung:
Bei virtuellen Verriickungen gilt:

N
D FC-6E,=0
a=1

0 = Symbol fiir virtuelle Verriickung
— Definition von “glatt gefithrten Systemen”

(Unser Bsp. mit Perle auf bewegtem Draht ist jetzt okay)

Weitere Umformulierung: Fiir jede Punktmasse:

Bt = By Fe = 3 (Fu— Fiet) - 63, = 0
a

= Y (13 - maf) 6%, =0

a

d’Alembertsches Prinzip

Gleichgewicht am Beispiel der Wippe

Im Gleichgewicht gilt: Z F, 6%, =0
a

Abbildung 22: Herleitung des Hebelgesetzes am Beispiel einer Wippe

Nur vertikale relevant:

l
d’Alembert: Fidx1 + Fydxe =0 — Geometrie: dxg = —1—2(5561
1

l
Fiéx1 + F» (—;) 6x1 =0
1

F l
F; = f < Hebelgesetz
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5.3 d’Alembert mit verallgemeinerten Koordinaten und Kréaften

e N Massenpunkte
e d holonome Zwinge: &, (71,...,Zn,t) =0, a=1...d

e Arbeite mit verallgemeinerten Koordinaten g,,, die keinen Zwéngen unterliegen:

Ty = Zo(qu, ..., @3N—d, 1)

d’Alembert: Z(ﬁa — )0Z, =0

0%,
— miissen Zwénge respektieren: | 6%, = Z 2 5¢m | mit gy, beliebig

Ziel: d’Alembert in g, umschreiben
Term 1:

- 0%,

:ZQm5Qm mit QmEZFaaqm

— verallg. Kraft

Y (& (5, D) g, L (055
N — \ dt “ Ogm “dt \ Ogm m

d
Nebenrechnung zu —

0%
< ma> + Zur Vereinfachung ohne Indizes: z = x(q, t)

dt \ Ogm,
. Ox. Ox ., .
B
dq  0q




Man erhilt also:
o — d 5 afa N aa%a
Za:ma Ty 0%, = ;ma (dt (aca 3%) — Zq 8qm> 0Gm

W 4 9 (L) 0 (1
_;m“<dt Diim (2””“) D \2 Ta ) ) O

(1) Diesen Schritt gehen wir “Riickwérts” durch:
— zur Vereinfachung: Indizes und Vektoren vernachlissigen

dO (1) 0 (1,

i (%) 5 (37)

_do (10w, or\\ 0 (1,

“atag \2\ag? " bt 9g \ 2"

oz 2,2+ oz 2+2@,am 9 (1,

aq) T "\ ot oq " ot 9 \ 2
oz Or Ox 0 (1.,
=\ g 2= . = — — | =4

( ) o, at)) 5 (%)

q q dq Ot 2 dq  0Jq

_dfor) 0t
-~ dt q 0q
Also gilt:
oL (1) d 0 (1 - 0 9
a La ] a — ~  a- | 5 - 5 4] m
za:m o OF (dtaqm (2 a) 0q Ta e
1 .
Mit T = za: imai‘% und “Term 17, ¢ ” folgt
d 9 0
m—|——=——=— )T |dgm =0
;(Q (ot~ 0,)7)

Dies ist das d’ Alembertsche Prinzip in verallgemeinerten Koordinaten. Da dg,, beliebig
ist, muss der Ausdruck in den Klammern null werden. Wir erhalten also (3N — d) Differential-
gleichungen fiir die (3N — d) Variablen g,,. Damit ist das Problem prinzipiell gelost.

FC =Y (F, — maiy) - 02
a F_‘;ot
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Vorlesung 11, 20.05.21

5.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Die verallgemeinerten Koordinaten seien im Folgenden zusétzlich nichtholonomen differentiellen
Zwangen unterworfen

> fodgm+ frdt=0  a=1,..p

/¢ = Funktionen von qi,...,q3n_d,t

wobei f¢ Funktionen von ¢, und ¢ sind (d - Anz. d. holonomen Zwénge). Wir wollen nun
= d 0 0
q={éqm}t, f={fn d 7= m—\|—=—=——-—= T
0= Gy, F=m) wa 7={on- (o - o) T

als Vektoren in R3*V—9 betrachten (wobei d die Anzahl der Zwangsbedingungen bezeichnet und
N die Anzahl der Massenpunkte). In dieser Sprache vereinfachen sich die differentiellen Zwénge
fiir virtuelle Verriickungen (mit dg — d¢q und dt = 0) zu

f8G=0 Ve

Wir wollen nun mit span{ f"‘} den linearen UVR in R3V~4 bezeichnen, der von den f® aufge-
spannt wird. Sein orthogonales Komplement nennen wir span{ f“} . Also ist

o7 € span { "

G € spanq f N

formulieren. Dies definiert die erlaubten virtuellen Verriickungen. Wir kénnen auch schreiben
{04} = span {fa}L .

D’Alembert besagt nun
T-00=0

oder, was dasselbe ist,
TE {5(7}L

T E {span{fa}L}L = span{fa}.

Da dies nun zu jedem Zeitpunkt gilt, miissen Funktionen \*(t) existieren, sodass:

Damit folgt dann

d o 0 o
@~ (G, ~ gy ) T+ T =0
> fodm+ £ =0

Wir koénnen also 7 als Linearkombination von unseren Zwangsbedingungen f; darstellen.

Dieses System von (3N — d) + p Differentialgleichungen fiir die (3N — d) 4+ p Funktionen g,, und
AY(t) bezeichnet man als Lagrange-Gleichungen 1. Art. Das Problem ist damit prinzipiell
gelost.
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5.5 Lagrange-Multiplikatoren und Zwangskrifte

Aus der Herleitung des d’Alembertschen Prinzips in verallgemeinerten Koordinaten lasst sich
folgendes Zwischenergebnis extrahieren:

d o 9 . O,
- - |\ T= .
<dtaqm, a%n> j%:’”“xa 4
Mit )
Moy = FI°' = F, + F¢

und der Definition fiir die verallgemeinerten echten Kréfte

— nl 'afa
Qm:za:Fa aqm

und der verallgemeinerten Zwangskrifte

@5 =Y R
a

folgt daraus

einsetzen, ergibt sich:

Q=D A
«
Die Lagrange-Multiplikatoren bestimmen demnach die verallgemeinerten Zwangskrifte.

5.6 Lagrange-Gleichungen 2. Art

Betrachten wir nun ein System mit verallgemeinerten Koordinaten ¢, ohne zusétzliche nichtho-
lonome Zwinge. Die dufleren Krifte seien konservativ

F, = —V,V(a1, ..., Zn).

Fiir die verallgemeinterten Krifte gilt
-~ 0%, - 0%, ov d 0 0
m = Fa- —_ — vav . - = _——— V
Q ; an ; ( ) 8Qm 8(]m <dt 8Qm a%n)

Wir haben hier im vorletzten Schritt V' als V(#(q)) aufgefasst und im letzten Schritt benutzt,
dass 9V/9q verschwindet.

Wir erinnern uns an d’Alembert in verallgemeinerten Koordinaten

d o 0
Y (A )
@ <dta@n aqm) 0
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Einsetzen der eben gefundenen Formel fiir @),, liefert

d o 0 d o 0
£ Y 9 S (e A Iy A
(dt Om 8qm> v (dt IGm, 8qm> ’

d o 0
4 Y Y - T) =
(dt@qm 8qm>(v ) =0

d 0 0
(dtaq-maqm)L—O’

mit L = 7' — V. Damit haben wir nochmals die Euler-Lagrange Gleichungen (auch als Lagrange-
Gleichungen 2. Art) nochmals hergeleitet.

5.7 Lagrange-Multiplikatoren - allgemeine Sicht

Stellen wir uns eine durch die Hohenfunktion f(x,y) beschriebene Gebirgslandschaft vor. Um
den Gipfel zu finden, miissen wir sowohl x als auch y extremalisieren.

Nun interessiert uns nicht der hochste Punkt des Gipfels im Allgemeinen, sondern nur auf
unserem Weg g(z,y) = 0, also einer Projektion der Trajektorie auf die x — y—Ebene. Es gelten

also
of _,  0f_
oxr oy
Wir haben offensichtlich ein Problem, da unsere drei Gleichungen nicht alle auf einmal 16sbar
sind, da wir nur zwei Variablen haben, von denen die Extremalisierung abhingt.

0  g(z,y) =0.

Hier kommt nun unser Larange-Multiplikator ins Spiel und wir stellen als zentrale Behauptung
auf: Um f(x,y) entlang g(x,y) = 0 zu extremalisieren, miissen wir nun betrachten

) B B
%(ng):o @(f+xg):0 a(erAg):O-

Dies ist méglich, da wir drei Gleichungen haben fiir die drei Variablen (zg, yo und ) haben.

Begriindung: Mit unserer Losung {xo, y0, Ao } liegt eine Funktion vor, ndmlich f(z, y)+Aog(z,y),
deren Extremum gerade auf dem Weg g(z,y) = 0 liegt. Da aber g per Definition entlang dieses
Weges verschwindet, haben wir auch das Extremum von f alleine gefunden.

Wir wollen jetzt noch klarstellen, dass wir bei unserer vorher diskutierten Herleitung der Lagrange-
Gleichungen 1. Art genau diese Idee benutzt haben. Dazu beschrinken wir uns auf den Fall einer
nichtholonomen Zwangsbedingung f mit f; = 0. Wenn wir naiv herangehen, sollen in diesem

Fall i 8 3
7={on (G0~ 50,) T =0

zusammen mit f . (f = 0 unser Problem l6sen.

Das ist aber nicht méglich, da wir mehr Differentialgleichungen als Variablen ¢,, haben. Wir
sollen aber eigentlich nur das Produkt mit der erlaubten virtuellen Verschiebung 6§ zum Ver-
schwinden bringen. Die Losung liegt auch hier im Lagrange-Multiplikator

T+ )\f: 0 und gleichzeitig f 7=0.

Dies geht, da wir die zusétzliche Variable A zur Verfiigung haben.

Die spannenden Anwendungen des Multiplikators sind vom Funktional-Typ:
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Seien F'[f], G[f] Funktionale. Wollen wir F' mit der Nebenbedingung G = 0 extremalisieren,
miissen wir einfach nur folgenden Ausdruck beziiglich f und A extremalisieren

FfT+ AG[f]-
Wir miissen nicht einmal G = 0 fordern, da dies die Extremalisierung in A garantiert
0=00\(F+ \G) =0G.

Als konkretes Beispiel betrachten wir eine Lagrange-Funktion L mit der holonomen Zwangsbe-
dingung f = 0. Nach dem oben Diskutierten geniigt es, das Extremalisierungsproblem

5/dt[L(: 70 + A f(@)] =0

beziiglich der Funktionen Z(¢) und A(t) zu l6sen.

Vorlesung 12, 25.05.21

6 Hamilton Formalismus
e Dynamik aus Differentialgleichungen 1. Ordnung
e Umkehrung des Noether-Theorems
(Erhaltungsgrofie — Symmetrie)

e Wichtig fiir eine der zwei Definitionen der Quantenmechanik (“kanonische Quantisierung”)

6.1 Legendre-Transformation

gegebene Funktion f: R - R, =z~ f(z)
Wir wollen die in f kodierte Information als Funktion von v = f’(x) darstellen. Dazu stellen wir
uns (wie aus der Schule bekannt) eine Funktion f und ihre Tangente an einem Punkt xg vor.

Ziel: Wollen zu Funktion von u = f’(z) iibergehen
Idee: x = z(u) im allgemeinen mdoglich
Neue Funktion: u — f(z(u))
Mathematisch “natiirlichere” Definition ist:
u a(u) - u— fz(u))

Definition: Die Legendre Transformierte zu einer Funktion x +— f(x) ist die Funktion u — g(u)
mit g(u) = zu — f(z), wobei u = f'(x)

(Soll stets f”(x) # 0 damit u = f'(x) auflésbar)
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Fakten/ Eigenschaften:

Zunichst stellen wir fest, dass ¢'(u) = z(u) stets gilt.

Priifen: ¢'(u) = % (w(u) - u— f(x(u)))
 da(u) / da(u)
~ B o) - a2

= g'(u) = z(u)

Wenn g die Legendre-Transformierte zu f ist, dann sind f/ und ¢’ zueinander inverse Funktionen.
Dies haben wir bereits gezeigt, weil f'(¢'(u)) = f/(x(u)) = u gilt. Wir bemerken auch, dass diese
Eigenschaft oft als Definition der Legendre-Transformation benutzt wird.

Priifen: f'(¢'(u)) = f'(z(u)) = u
Die Legendre Transformation ist eine Involution, d.h. Leg(Leg(f)) = f

Wir priifen dies explizit nach. Seien f, g, h so definiert, dass

Leg

fE g
Es gilt also insbesondere

h(z) =u-z—g(u) mit z = ¢'(u)
Mit ¢'(u) = x folgt damit z = x. Weiterhin ergibt sich

hz) =u-2—(z-u— f(x) = fz) = f(2)
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Verallgemeinerung auf viele Variablen:
[RTSR, T f(7)

Legendre Transformation:

mit
g(@) = Z(u) - i — f(Z(u))
wobei Z = Z(#) durch
i = V()
———
T=2())

gegeben ist.

2
Statt f” # 0 jetzt: det( o)

Ozt OxJ

> # 0 notwendig zum auflésen.

Bemerkung: Die sogenannte Hesse Matrix ist wie folgt definiert:

o2 f o2 f o2 f
Oxlozx! () Ox10z? () - Oxloxn ()
i o f o f o f
H(z) = ( 8;?;333. (w)) g 0220u1 (@) 0220a? (@) - 0220u" @1 =1
0% o2 f o2 f
Oxnox! (z) OxnOz? (@) - Oxnox™ (z)

Beispiele:

(1) f(x)=2% f(z)=22=u = = -u
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6.2 Hamilton Funktion

Die Hamilton Funktion H(q,p,t) eines Systems mit Lagrange Funktion L(q, ¢, ) ist als Legendre
Transformierte zu L in der Variablen ¢ definiert.

Also:

wobei ¢ = ¢(q, p,t) durch
9L(q,4,1)

definiert ist.
Man nennt p den zu ¢ kanonisch konjugierten Impuls.

Sehr wichtiges Beispiel:
1 .
L=5f(a)d"-V(g)
Nach unserer Definition ist
p=fa)d = d=—5~
f(q)

und somit

Hep-d—L=p L _ 1f()‘<p>2_v() _lﬁJrv()_TJrv
IR R R W) V) "arg T

Hier muss T als Funktion von ¢, p (nicht ¢, ¢) aufgefasst werden.
Mit mehreren Variablen und der Lagrange Funktion L
L = L(Qla"'uQNaqla"'uqnut)

definiert man die Hamilton Funktion H analog
n
H:H((ﬂv’qn’pl??pnvt) :sz QZ_L
i=1

wobei die ¢;(q1,---,qnsP1,- - -, Pn,t) durch auflésen der n Gleichungen

8L(q11 900 7qN7QI7 <o 7QN7t)
9g;

pi =
gegeben werden.
Mit 1
L= 5fz‘j(<1) G ¢ —V(q)
folgt (z.B. mit dem Satz von Euler)
L=T-V und H=T+V

wobei H eine Funktion von ¢;, p; ist.
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6.3 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen und Phasenraum

Aus den Eigenschaften der Legendre Transformation folgt:

oH
Gp_q

Auflerdem erhalten wir mit Nachrechnen:
oH 0
— = —(p-q t)— L ] t),t
9~ 0q (p-d(g,p,t) — L(g,4(q,p, 1), 1))

_ 0L prg doL .
- 9q¢  dtog p
o _
dq p

Diese Rechnung ldsst sich mit vielen Koordinaten vollig analog durchfithren. Wir haben nun
also die Hamilton-Gleichungen gefunden

. OH q . OH
s — un g — —
= o P 9qi

Wir vergleichen kurz die Sichtweisen der Mechanik nach Lagrange und Hamilton:

Nach Lagrange wird der Zustand eines Systems durch die {g;}, also die Lage im Konfigura-
tionsraum und durch die {¢;}, die momentanen Geschwindigkeiten, festgelegt.
Die Bewegung wird durch die Euler-Lagrange-Gleichungen, also n Differentialgleichungen 2.
Ordnung beschrieben.

Nach Hamilton wird der Zustand durch {£*} = {¢;, p;}, die Lage im Phasenraum, beschrie-
ben. Letzterer ist 2n-dimensional, so dass a = 1, ..., 2n. Die Bewegung wird durch die Hamilton-
Gleichungen, also 2n Differentialgleichungen 1. Ordnung, welche man als £* = foer, ..., e2t)
hinschreiben kann, definiert.

Um Intuition zu gewinnen, betrachten wir das einfache Hamiltonsche System:
2
p
H=—+V
oy TV (@)

Die Hamilton Gleichungen sind

. O0H p .

g=— = — und p=
dp m

| —— ~

Def. von p Newton!

_OH _ oV
dq  Oq

Differenziere 1. Gleichung nach t: ¢ = P
m

1 ov ov
Nutze 2. Gleichung: §= — (— . j=
dq dq

m
Damit sind wir wieder bei Lagrange.
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Eine sehr wichtige Methode ist die der Veranschaulichung von Losungen im Phasenraum (“Phase
Portrait”).
Hierfiir benutzen wir die Energieerhaltung in unserem einfachen Beispiel:

P2
— + V(q) = E = const.

2m

Wir kénnen das Problem damit vollstdndig l6sen. Wir 16sen nach p auf:

p=+v2m(E —-V(q)) = p(qg)

p(q) sind die gesuchten Trajektorien im Phasenraum (Fiir jedes E eine andere)

Vig)

2

% o T 7
e +V(q) = F = const.

P

stabile Fixpunkte

Abbildung 23: Beispielpotential und Darstellung der Trajektorien im Phasenraum

0H d

un
9 opi
2n-dimensionalen Vektor definieren (bei n-dim. Problem). Dieser legt gemé&f der Hamiltonschen
Gleichungen die Richtung und Geschwindigkeit des Systems im Phasenraum fest. Damit ist die
Evolution fiir alle Zeiten bestimmt.

Allgemeiner sehen wir, dass (— ) an jedem Punkt des Phasenraumes einen
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7 Poisson-Klammer

7.1 Definition und erste Anwendungen
e Phasenraum eines Hamiltonschen Systems sei parametrisiert durch {¢;}, {p;}; i=1...n

e F(q,p,t), G(q,p,t) - zwei beliebige “Observable” = Funktionen auf dem Phasenraum

Definition: Poissonklammer von F und G:

0F 0G OF 0G
F, G} = A T A A
L,—i Z <8qz' Op;  Op; 3qz~>

1

wieder eine
Observable

. d oF OF . oF
F = aF E + i 87%‘% + zﬁ: 87172
oF OF O0H oF OH
t+§i:3%3pi _zi:apz' 9q;
_OF
+ {F H}
8t ——

Bestimmt Zeit-
entwicklung von F

Die zeitliche Entwicklung einer Observablen wird also durch ihre Poissonklammer mit H be-
stimmt.

Insbesondere sehen wir, dass H erhalten ist, wenn es nicht explizit von ¢ abhéngt.

H_%il +{H,H} = {H,H} =0.
Allgemeiner gilt: Falls F' nicht explizit von ¢ abhingt, dann gilt
F erhalten < {F,H}=0
Natiirlich sind g;, p; auch (besonders einfache) Observable.

Demnach gilt:

api oH 8}92' oOH oOH
i = (o1 H} = — Do) =
Pi = {pi, H} ; (3%‘ dpj  Op, 3%‘) dq;

qu oH 8qz- oOH oH
;= {gi, H} = L SBCE .
@ = % H} ; <3Pj dq;  0Ogj 317;’) dq;

Das sind wieder die Hamilton-Gleichungen.
Fiir die zueinander kanonisch konjugierten Variablensétze {¢;} und {p;} gilt
{e;0} =0 A{pisps} =0,  {ai,p;} =0y

Wir rechnen Letzteres nach:

3 9q; Opj  9qi Op; S
{Qiapj} = < L — j) Zk:(sjk’ = 51]
k

Oqi Opr,.  Opy, Oqi; -
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7.2 Die Poissonklammer als Lie-Algebra—Operation

Wir definieren einen Vektorraum V und [-, -] eine bindre Operation, also eine Abbildung
VxV =V, (v,w) — [v,w].
Man nennt das Paar V, [, -] eine Lie-Algebra, falls
1. [v,w] = —|w,v] (Antisymmetrie)
2. [av + Bw,u] = afv,w] + B[w,u] (Linearitét)
3. [u, [v,w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0  (Jacobi-Identitét).

Beispielsweise bilden kleine Drehungen eine Lie-Algebra. Dies ist ein spezieller Fall des folgenden
allgemeineren Beispiels: Der lineare Raum der n x n-Matrizen wird durch die Operation

[,-] : A,B—[A,B]=AB— BA

zur Lie-Algebra. AB ist hier das Matrixprodukt, also (AB);; = A Byj, und [A, B] heifit der
Kommutator von A und B.

Fiir uns entscheidend ist der folgende Fakt: Die Poissonklammer macht den Raum der Observa-
blen (Raum der Funktionen {p;} und {g;}) zur Lie-Algebra.

7.3 Poissonklammer und Vektorfelder

H definiert auf dem Phasenraum eine Bewegung und damit ein Vektorfeld. Konkret sind die
beiden Komponenten des Vektors an einem beliebigen Punkt gegeben durch die Hamilton-
Gleichungen.

Betrachten wir den harmonischen Phasenraum des harmonischen Oszillators, sieht das Bild wie
folgt aus.

Abbildung 24: Vektorfeld des harmonischen Oszillators im Phasenraum

Man kann diese Bewegung so auffassen, dass sich jede Funktion F' = F(q,p) (Observable) mit
der Zeit #ndert. Wir schlieen explizite Zeitabhéingigkeit aus und haben (mit ¢ = {p, q})

d,_oF 9¢ _o¢ OF _ yie). OF

87& .

dt° ¢t dt  dt  o¢
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Hier sind V? die Komponenten des Vektorfeldes an jedem Punkt ¢ € R2. Wir sehen weiterhin,
dass wir mit einer solchen Bewegung und dem entsprechenden Vektorfeld immer auf natiirliche
Weise einen Differentialoperator 1. Ordnung assoziieren kénnen:

d
dt

. 0 >
F=(V" .— | F=DF.
(v 52
Das obige gilt allgemein fiir Bewegungen auf einem mehrdimensionalen Raum und entsprechende
Vektorfelder. Konkret im Hamilton-Formalismus haben wir

d OH 0 O0H 0

—F=-{HF)=— - —
dt {#,F} (8% Op;  Op; Oqg;

) F=-DyF.

Das negative Vorzeichen ist hier eine bequeme Konvention. Wir haben also gelernt: H induziert
eine Bewegung auf dem Phasenraum und damit ein Vektorfeld und damit wiederum einen Dif-
ferentialoperator Dy.

H ist aber nur eine der vielen Observablen und wir kénnen prinzipiell auch jede andere Observa-
ble nehmen und mit ihr ein Vektorfeld, einen Differentialoperator und eine Bewegung assoziieren.

H induziert d
aF =—-DyF ={F,H}

und G = G(q,p) induziert
d
—F =—-DgoF ={F G}.

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass die obige Vorschrift einen Isomorphismus von
Lie-Algebren induziert:

Observable > Differentialoperatoren
{3 < [Dr, Dg] = DrDg — DaDF .
Kommutator

Links steht die Lie-Algebra der Funktionen mit der Poisson-Klammer, rechts die Differential-
operatoren = Vektorfelder = Bewegungen mit dem Kommutator als Lie-Algebra-Operation.
Man beachte, dass DpDg — DgDFp nicht null ist.

Um den Umgang mit Differentialoperatoren zu iiben, rechnen wir ein unphysikalisches Beispiel
mit nur einer Variablen. Fiir

0 0
Di=—. D L
1 ox’ 2)$ Or
gilt
D1Dsf = Dl(ac : f/) = f/ +x- f” und DoD;f = Dgf/ =x- f”.
Damit ist

(D1, D9] = D1Dy — DDy = Dy # 0.

Erhaltungsgroflen sind solche Observablen, welche unter der durch H induzierten Bewegung
invariant sind, das heiit Dy F = 0. Anders gesagt: Thre Poisson-Klammer mit H verschwindet.
Die dazugehorige Symmetrie ist die durch Dy induzierte Bewegung (Umkehrung des Noether-
Theorems).
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Vorlesung 14, 01.06.21

Observable F(q,p), G(q,p) «— Diff. Operatoren,/ Vektorfelder
[Dr, Dg| = Dr Dg — D¢ Dr

(%) Isomorphismus auf einen Unterraum aller Vektorfelder
Observable induzieren “Bewegung” auf Phasenraum durch G = {G, F'} (oder als Vektorfeld D)

F erhalten ({F,H} =0) = F (bzw. Dp) induziert Symmetrietransformation des Systems

Beispiel: 2d-Phasenraum, eine Translationsinvarianz in ¢ = x fithrt zur Erhaltung von p. Die
Observable p = F'(q, p) sollte also Translationen generieren. Kliren wir explizit welche Bewegung
p bzw. D, erzeugen. Betrachte entsprechende Transformation einer anderen Observablen G:

dG(q,p,u)

G: Iu

= {G7 p} = _{p7 G} = _DPG

__(9p9G _0pdG\ _ oG
N dgdp Ipdq) g

Mit Anfangsbedingungen G(q, p,0) = G(q, p), sieht man sofort, dass G(q, p,u) = G(q+u, p) eine
Losung ist. Wir finden also die erwartete Translation in ¢ als “Bewegung” auf dem Phasenraum,
die von p generiert wird.

7.4 Die Drehimpuls-Lie-Algebra in der Hamilton-Mechanik
Wir wissen iiber kleine Drehungen (aus TP1, 6):

R(&) ~ 1 + ¢ T mit (T%)7* = £k

— Die T" bilden eine Basis der SO(3)-Lie-Algebra = Lie(SO(3))
Der Kommutator macht den von 7" aufgespannten Raum zur Lie-Algebra:

(T8, T =T'T7 — TV T" = VF 7"

Noether: 7% — ErhaltungsgroBe L' (L =Wk i pFy 5 ol = ¢f
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Man priift mit der Definition der Poisson-Klammer “leicht” nach: {L?, L7} = gk *
{L' L7} = Pl aop? a7p}
— glaBgim <xa{pﬂ7 2p"} + pP{x®, xvpn})
— &P (20 (p 1} + 2B, ) + P (2%, ") + P a2}

) . B Y a 9N

— glaB i <5a77 pPrr — 6% xapn)

€ijkEimn = il (0jmOkn — 0jnOkm) —0Oim (010kn — 0jndk1) + din (010km — 0jmOki)
B S ~~

(k=n) = =0

— §kn <6il5jm - 5im6jl) _ ik lmk

£ gaBojvB (%" — 27p%)

— (5ij5a'y _ 51'75(1]') (:L,apv _ x'ypoc)
— xoapa _ xozpa _ .’iji o (—.I'Zp])
_ xzp] _ xjpi _ ciikpk

Also gilt: | {L}, L7} = Uk LF

Die L’ erzeugen auf dem Phasenraum die Bewegung, welche die 7" auf dem Konfigurationsraum
erzeugen. Explizit heifit dies, z.B. fiir die Koordinaten z° = ¢*: {L*, 27} = ekyF

{L',27} = P {ap”, 27}
=& {p’ a7} + e pMHa, a7} {d', ¢’} =0
e (20020000
dqk opk Op* Oq*
_ siaf o (WW _ gBhgik WW)
dqk dpk opk dgk
4apﬁ oI

opF gk

= —giaBya 58

= —glabpaghi

— —gloge itatitisa=k

_ _Ezk’jxk _ Ezﬂka

Also gilt: | {L?, 27} = ekgF

Vergleiche mit (7% - z)/ = (T?)/*zk = giikyh
Lie-Algebra — Lie-Gruppe
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7.5 Satz von Liouville

Sei £ unsere einheitliche Bezeichnung von Phasenraum Koordinaten:

{a:} Apj} = €

Trajektorie eines physikalischen Systems im Phasenraum:

—

E) =A{a1(t); -, an (), pr(1), -+ Pa(D)}

Nenne die entsprechenden Phasenraum-Geschwindigkeiten w

if(t)— 87H 87H_87H _87H
dt COp O’ O’ Ogn

ui(t)
Falls H zusétzlich eine Zeitunabhéngigkeit aufweist, so folgen alle Trajektorien aus dem Vektor-

feld:
0H(q,p)  O0H(¢,p) OH(q,p) OH(q,p) }
op1 7 Opn o 77 Ogn

W(q,p) = {

Man sagt: divw = 0 & Geschwindigkeitsfeld @ beschreibt inkompressible Strémung

. . . . n awi awn—O—i
Vg-w—Vq,p'w—Z<aqi + ap >

i=1

V@

z”: O°H  O°H \ _,
“~\9q; Op; Opi 9qi)

In der Tat: Mit Satz von Gauf} folgt:

/ wd f = divdd dV =0 Es stromt genau so viel hinein wie heraus
o Vol(o)
Daraus folgt (zumindest intuitiv):

Satz von Liouville

Die Grofe von Teilvolumina des Phasenraumes &ndert sich durch die von der Hamilton-Dynamik
definierte Stromung nicht.
Genauere Begriindung: (s. Skript)

WP

_____ =g

/Aty

Abbildung 25: Phasenraum mit Teilvolumina unverédnderlicher Grofie

~q
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Betrachte die infinitesimale Bewegung aller Punkte eines Startvolumen V', vgl. Abb. 26. Das
dadurch definierte neue Volumen sei V’ und fiir die Differenz gilt

AV:V’V:/df-AEZ/df-wAt:o

Terme hoherer Ordnung in A¢ bzw. At sind hier vernachldssigt. Formel veranschaulicht durch
Abbildung 26. (Das Vorzeichen des Produktes df - A entscheidet dariiber, an welchen Stellen
der Oberfliche O das Volumen V' wichst bzw. sich zuriickzieht.)

Py % Al

o=
ger%j /PZG{ Ai/

L 7

==

Abbildung 26: Startvolumen V mit infinitesimaler Bewegung aller Punkte

Nach Teilen durch At und Grenzwertbildung folgt

GV = [afa= [ ane(9a) = [ e aivia ~ o

wie bereits behauptet. Im Phasenraum stromen die Teil-Volumina also wie die einer inkompres-
siblen Fliissigkeit.
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8 Hamilton-Mechanik in Differentialformen

8.1 Tangential- und Kotangentialraum (M)

Sei M ein d-dimensionaler Raum, zum Beispiel d = 2 eine Flidche/Sphire. Solch ein Raum hat
Realitdt unabhéingig von den Koordinaten, mit denen wir ihn beschreiben. Wir kénnen z.B. die
Ebene beschreiben durch

z',2?  oder alternativ 7, .

Ebenso sind Vektorfelder auf diesem Raum ,real”, unabhéngig von den Koordinaten. Wir sehen
das zum Beispiel, indem wir uns daran erinnern, dass wir Vektorfelder mit Differentialoperatoren

assoziiert haben
D : f— Df.

Dies ist eine Abbildung auf dem Raum der Funktionen auf M, also koordinatenunabhéingig.

In gewissen Koordinaten z* sei

- 0
D =v"(x)  —.
v'(z) py
In andren Koordinaten (7, ¢) gilt analog
- 0
D — I AW .
) o

I

BY
AL

LL’l

Abbildung 27: Verschiedene Parametrisierungen des R?

Die Umrechnung erfolgt, indem man mit der Kettenregel schreibt

0 (0a D
ort ozt ) 0z

und dann duch Koeffizientenvergleich folgert, dass

. Ozt .
no__
V't = <8xj> .

Die so erkldrten Vektoren an einem Punkt ¢ € M bilden den Tangentialraum 7;M. Der
Tangentialraum an einem Punkt ¢ unseres Raumes (als Beispiel zur Anschauung wihlen wir
eine Sphére) ist ein Vektorraum, welcher M bei ¢ lokal approximiert.
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Abbildung 28: Darstellung des Tangentialraums fiir eine Sphére

Eine Basis (immer an einem gewissen Punkt des Raums) bilden die Differentialoperatoren

0
%7
also die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate einer beliebigen Koordinatendarstellung.
Anschaulich: Die entsprechenden Basisvektoren sind schlicht Pfeile in die Richtung der jeweiligen
Koordinate. Eine andere Koordinatendarstellung liefert nun eine andere Basis fiir den selben

61'5

Tangentialraum.

Wir erinnern uns, dass es zu jedem Vektorraum V einen Dualraum V* gibt: den Raum der linearen
Funktionale auf V. In unserem Fall heifit dieser Cotangentialraum 7, ; . Gegeben durch unsere
obige Basis auf T definieren wir auf 77" die sogenannte duale Basis dz" durch

Aufgrund der Linearitit lautet damit die Anwendung eines allgemeinen Covektors w = w; dx® €
T, auf einen allgemeinen Vektor v = v’ 9; € Ty

w(v) = w; dx’ <Uj£j> = wivjéj. = w;v'.

Vorlesung 15, 08.06.21

8.2 Vektorfelder und 1-Formen (M)

Alles bisher gesagte gilt nun auch fiir alle Punkte ¢ unseres Raumes M gleichzeitig. So kénnen
wir z.B. von Vektoren zu Vektorfeldern iibergehen.
Ein Vektorfeld ist demnach eine Abbildung, die jedem Punkt ¢ € M einen Vektor v(q) € T,M
zuordnet:

qg—v(q) e T,M =T,

In Koordinaten ist dies ein Satz von d-Funktionen
vi(z) cx={z', ... ¥}
Ganz analog ordnet eine 1-Form jedem Punkt ¢ € M einen Kovektor w(q) € (T,M)* zu.
wiM—=R; g w(q) e TyM=(T,M)" =T,
Ebenso wie ein Vektorfeld, ist eine 1-Form in Koordinaten schlicht ein Satz von d-Funktionen

w(z) = w;(z)da’
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Wichtiges Beispiel

Zu jeder Funktion f: M — R gehort natiirlicherweise eine 1-Form w = d f, welche definiert ist
durch

df(v) = v'of = vzgi; =D,f
Mit unserer Definition der dualen Basis rechnet man nach:
of , of
df = | dz® bzw. (df). = .
= (g5 ) @t vow. @p,= 5%

8.3 Hohere p-Formen (M)
Nun betrachten wir einen neuen Vektorraum - das Tensorprodukt von 77" mit sich selbst:
T, ® T, mit der Basis {de' @ d2’} = {dz! @ da!,da! @ da?, ...}

Man kann ihn als Raum der bilinearen Funktionale auf 7, M auffassen. Es gilt also z.B.:

. A Y ) ) o
4 J _— fd ? —_— . J —_— =N J
(dx ®d$)<8xk’8:pl> dz (8:)@’“) dz <8:Ul> 8 o7,

Ein allgemeines Element (“Vektor”) aus diesem Raum koénnen wir demnach als
wi(q) = wijdxi ® da’
schreiben, wobei w? € Ty 0T, = (T;)m.
Wenn wir statt des zweifachen, nun das p-fache Tensor-Produkt des Cotangentialraumes mit
sich selbst betrachten, erhalten wir einen Tensor vom Rang p:
wP(q) € (T;)®p , WP = wil,_,ipd:cil ®...0dx"

Wir werden sehen, dass unter solchen Tensoren (Tensorfeldern) die total antisymmetrischen
Tensoren eine besondere Rolle haben. Diese sind dadurch definiert, dass wj,;,...;, sein Vorzeichen
wechselt, wenn man zwei beliebige benachbarte Indizes vertauscht.
Man schreibt:

Wlg) € (T7)"7 C (1))

und nennt (7;7)"? den total antisymmetrischen Unterraum von (7,7)®?. Dies geht auch an allen
Punkten ¢ € M gleichzeitig. Wir haben dann ein (kovariantes; Index unten) antisymmetrisches
Tensorfeld.

Dies ist eine p-Form.
Betrachte wP(q) an allen Punkten g € M gleichzeitig

wP(z) = “p-Form” (auch: Differentialform) z = {z'...zP}
Hier der Fall mit Rang 2 (p = 2) explizit:
W () = wij(z) do' @ d2?  mit W = —w’’

Die Basiselemente von (T)"? bezeichnet man in Analogie zu denen von (7,)®?, mit einem
“wedge”.
Also hat man z.B.

1 . . 1 . ) . )
wi(z) = iwijdx’ A dz! = wij(z) - 3 (dz' ® da? — da? @ da')
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wobel das dulere Produkt “A” definiert ist als
dz' Adz? = dat @ d2? — d2? @ dat

Konkretes Bsp: d = p = 2, mit €10 = 1,691 = —1, sonst Null.

Wichtige, spezielle 2-Form

w? = §€ijdﬂcZ ANdz? = 55 (dz' @ da? — da’ @ da')
= dxl ® d:(}2 — dl’Q & dxl

Eine solche spezielle p-Form in p Dimensionen gibt es fiir jedes p (“Top-Form”)

e Aber: p > d geht nicht: z.B. p =2 in d = 1: da! A dz' = 0 wegen Antisymmetrie

e Hingegen ist p < d ohne Weiteres moglich. Allgemeine 2-Form in d > 2 Dimensionen:
1 . .
w? = §wij(x)dx’/\da;] y i, j=1...d, d>2

durch eine ortsabhéngige, antisymmetrische d X d-Matrix w;;(z) gegeben.
Anwendung auf zwei Vektoren

u=U'; und v =100
ist mit unseren Definitionen leicht zu berechnen,
w? (u,v) = wiju'v!
wobei man beim Nachrechnen die Antisymmetrie von w;; benutzen muss.
e Wir definieren noch den zentralen Begriff der &ufleren Ableitung “d”
d: wP s wPt!
d (wilmipdmil A dmip) = <awhl > da? Adz™ A ... Ada'
Ox7 P

Wichtiges Beispiel:
Sei f eine Funktion, somit eine 0-Form, so gilt: d(f) = 1-Form (nach obiger Definition)
_of

d(f) = @dxj =df < unsere obige “besondere” 1-Form zu f

Wichtiger allgemeiner Fakt:
d>=dod=d(d(:))=0
8.4 Hamilton-Mechanik in Formen

Def: Ein Phasenraum ist ein 2n-dimensionaler Raum (Mannigfaltigkeit mit d = 2n) mit einer
nicht-degenerierten, geschlossenen 2-Form

W= éwm (€)dei A dgd,

99



welche man auch eine symplektische Struktur nennt.
Nicht-degeneriert bedeutet, dass w;; an jedem Punkt { invertierbar ist, und geschlossen
bedeutet dw? = 0.

Eine Hamilton-Funktion H = H(&) = H(&Y, ..., £2") ist eine Funktion auf dem Phasenraum.
Die Dynamik wird durch die Hamilton-Gleichungen definiert:

w(é) = dH
t T
2-Form 1-Form

Eine 2-Form braucht zwei Vektoren, um eine Zahl zu produzieren. Nun ist aber § nur ein Vektor,
genauer ein Vektorfeld:

0

ot

Es beschreibt die Bewegung auf dem Phasenraum in der Zeit A¢? ~ éiAt.
Wir geben nun in obiger Formel w nur ein solches Vektor-Argument:

w(f) = w('a {)

Es ist also noch ein Argument offen, so dass w(§) nun eine 1-Form ist. Damit kann w(§) = dH
als 1-Formen-Gleichung gelesen werden.
Jetzt wihlen wir Koordinaten ¢%,p, (o =1...n) auf M, sodass w = dp, A dg® (Dies ist unter
unseren Voraussetzungen stets moglich).

Mit

E={¢....&") baw. £=¢

gi = {qlv" . 7qn7p17' s 7pn}

konnen wir in diesen Koordinaten schreiben

(0] -1
“Yii =\1] 0 u

Nebenbemerkung: Die Forderung SwS” = w (analog zu R 1RT = 1) definiert die symplektischen
Matrizen S und die Gruppen Sp(2n) 3 S (analog zu SO(n) > R).

In den so speziell gewdhlten Koordinaten Kénnen wir nun die Hamilton-Gleichungen auswerten.

: 0 0
= Bl. g2 1 2
w(§) = dpg A dg <,q 2 +paapa>
= ¢“dpa(-) — Padq”®(*)
oOH OH
H = 22d4¢%() + = dpy(-
A = 520°0) + 5 —dpal)
OH OH
%P (+) — Padq®(-) = =—dg*(") + ——dpa (-
= ¢“dpa(-) — padg”(-) 8qaq()+8pap()
Daraus folgen die Hamilton-Gleichungen:
) OH ) oOH ) . OH
qa:@ und pa:_@ | in&: o wiy Ejziafi
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Zum Verstandnis:

de Ady (-, 00, + vy0y)
= (dz ®@ dy — dy ®@ dz) (-,v" 0z + vy0y)
=dz(-)dy(vy0y) — dy(-)dz (v 0y)
=dz(-)vy —dy(-)v*

Beipiel zum Durchrechnen:
n=1, w=dpAdg= (dp®dg—dg®dp), H=p*+q’

Wir definieren als unsere Basisvektoren wie {iblich
o 0 . [0 0
0q’ Op N q@q p(?p

dH = w(§) = w(-,§)
_ < .0 -5>
=w( g, TP,
0 0
= (dp N dq) <‘a(]6q +p6p>
= (dp ® dq — dq ® dp)

0 0 0 0
—do()-dal o= +p— ) —da() -do (- 6— +p— ) — dog(-
p(-) Q<7q8q+p8p> q() p<7qaq+pap> dq(-)
— dpl) -4~ dg() - p
=¢dp—pdg
Nun wissen wir aber auch, dass
oH OH

dH = —d ——dp.
dq 7+ Op N

Mit unserer obigen Hamilton-Funktion und Koeffizientenvergleich folgt
dH =2q dq+2p dp=qdp—pdg.

Daraus folgt, dass
2p=¢q¢ und 2q=—p

und als noch fundamentalere Ergebnisse unsere Hamilton-Gleichungen

. OH q OH
= —_— T = ——
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Vorlesung 17, 15.06.21

9 Kanonische Transformationen, Integrabilitit, Chaos

9.1 Kanonische Transformationen

Wir wissen schon aus vorherigen Kapiteln, dass die Lagrange-Mechanik unter Punkttransforma-
tionen invariant ist

q—Qq), L(g,4,t) = L'(Q,Q,1),
also ist leicht nachzupriifen, dass gilt
doL oL N d oL’ 0L
dtdq dq dt 9@ 0Q’
Betrachten wir nun das analoe Problem des Variablenwechsels in der Hamilton-Mechanik, z.B.

q,p — Q(q,p), P(q,p),

dies dies wegen der Aufteilung in Koordinaten und Impulse zunichst komplizierter aus. Die
Antwort liefert uns die Diskussion des letzten Kapitels, in dem es uns gelungen ist, die Hamilton-
Mechanik in Koordinaten &, einer Differentialform w und der Funktion H auf dem 2n-dimensionalen
Phasenraum zu definieren. In dieser Sprache gibt es keine Aufteilung in p und ¢. Sowohl w als
auch die Hamilton-Gleichungen sind in dieser Formulierung koordinatenunabhéngig, wodurch
wir beliebige Variablenwechsel

§—=¢(8)

zulassen kénnen wie in der Lagrange-Mechanik.

Eine speziellere und sehr niitzliche Art des Koordinatenwechsels nennen man kanonische
Transformationen. Hier fordern wir, dass sich die Form der Hamilton-Gleichungen unter

¢,p — Q(q,p), P(q,p)

nicht &ndert. Wir wissen, dass letztere aus w folgen und ihre einfache, vertraute Form annehmen,
wenn w als Matrix die oben diskutierte Blockgestalt hat. Es reicht also zu verlangen, dass sich
diese Form nicht dndert

w = dpa A dg® = dPy(q,p) A dQ%(q, p).

Kanonische Transformationen sind demnach dadurch definiert, dass die die explizite Form der
symplektischen Struktur w und damit auch die Form der Hamilton-Gleichungen respektieren.

Explizit starten wir beispielsweise mit der erzeugenden Funktion F5(g, P) und definieren

o= 92(a:p) 9F (g, p)
9q dq

Durch Auflésen nach @ und P finden wir

Q=0Q(g,p), P=Pqgp).

und @ =

Offenbar gilt

o0F, oF,
dFy = —Z2dq+ —=dP =p-d - dP.
= 5, 9+ 5p p-dg+Q
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Wir priifen mit d> = 0 (doppelte Anwendung)
0=d(p-dg+Q-dP)=dpAdq+dQ NdP
=dpANdq—dP NdQ
= dp Adg=dP NdQ
Entsprechend stellen wir fest, dass

Fy(q,P) = q" - P,

die Identitdt generiert.

Fy generiert also eine bestimmte Klasse von Koordinatentransformationen, die automatisch ka-
nonisch sind. Wir erwarten also, dass es ein spezielles F3 gibt, das die Identitédt Q = gqund P =p
generiert. Es ist leicht zu priifen, dass Fo = ¢P genau dies tut.

Eine Funktion, die nur geringfiigig von dieser Form abweicht, wird demnach kleine kanonische
Transformationen generieren

Hierzu betrachten wir ¢ als infinitesimalen Parameter. Explizit finden wir

gaG(q, P)
dq

und Q:q+€w.

_p
p=4t P

Nun koénnen wir aber in den Terme hoherer Ordnung in € die Ersetzung P — p machen. In
fithrender Ordnung in ¢ gilt also

9G(q,p)

0G(q,p)
dq ’

=P
D +¢€ ap

und Q=q+¢
Es folgt, dass

9G(q,p) (aan 0q 0G

0G(q,p) . <3p oG  9Op oG
Ag=Q —q=e—"L =c¢
1=Q—q ap
Damit zeigt sich: Die durch F5 = gP + €G generierte infinitesimale kanonische Transformation
entspricht der auf dem Phasenraum durch G induzierten Bewegung.
Kriterien fiir Kanonizitit

1. Wir untersuchen, ob
apj i aPm

an 8%’ ‘

2. Die Phasenraumtransformation ist genau dann kanonisch, wenn

{Qi, Pj}t = dij
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Beispiel

Wir betrachten die kanonisch konjugierten Variaben g, p. Ist die folgende Transformation kano-
nisch?

Q = Q(p, g) = avesin ———
V@ + 5

1 P2
P=P(p.q) =3 (aq2 + a)

Losung:
Die fundamentalen Poisson-Klammern sind trivial:

{Q,Q} ={P,P} =0.
Mit )
%arcsina: = fir [z| <1
folgt:
0Q 1 1 3q-2q

P2
a?
= >
¢+
0Q 1 —1¢2
ap - q2 2 3/2
L= q2+p—§ (q2 + %)
N
2 a2q 4 p?
oP J oP p
— =aq und — =
0 4 dp «
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9.2 Integrabilitit

Wir beginnen mit einer Definition: Ein System mit n Freiheitsgraden heifit integrabel, wenn
es n unabhéngige Erhaltungsgrofien f, (mit a = 1,...,n) gibt, sodass deren sdmtliche Poisson-
Klammern verschwinden

{fon fﬁ} = 0.
Unabhéngig heifit hierbei, dass die df, an jedem Punkt £ des Phasenraums M linear unabhéngig
in Tg M sind.
Die Bedeutung des Begriffs der Integrabilitéit folgt daraus, dass sich fiir solche Systeme stets
eine kanonische Transformation finden lidsst, sodass

Pa:fa

die neuen kanonischen Impulse sind.
Die Notwendigkeit der Bedingung { fa, fg}p,q = 0 folgt aus {P,, Ps}po = 0 zusammen mit der
Tatsache, dass die kanonischen Transformationen die Poisson-Klammer respektieren.

Da nun nach der Transformation alle Impulse konstant sind, also

: OH
Pa = - = 07
0Q™
sind alle @) zyklisch. Die Bewegung ist damit sehr einfach
o OH(Q,P) _OH(P) _ o ., OH(P)
G TR, T o, NSy

Dass die Bedingung auch hinreichend fiir die Durchfiihrbarkeit der gewiinschten kanonischen
Transformation ist, zeigen wir durch explizite Konstruktion. Gegeben seien nun n Erhaltungs-
groBen f,(q,p). Wir definieren P, = f,(q,p) und lésen nach den alten p, auf

Pa = pa(% P)~

Jetzt betrachten wir unseren Phasenraum als ,,Schichtung®, wobei jede Schicht durch die Kon-
stanz aller P, definiert ist.
In jeder Schicht (also auch global) definieren wir
{a*} 8 )
Fy(q, P) =/ dq"ps(d’, P),

{45}
mit {¢§ } als Startpunkt unseres Linienintegrals. Dieses ist nach dem verallgemeinerten Satz von
Stokes wegunabhéngig. Dazu berechnen wir zunéchst

d (dg®pa)lsy, = dpa A dg®ly, = wly,

In der obigen Gleichung haben wir die Formen auf eine beliebige der Schichten (Hyperflichen)
> eingeschrankt.

Jetzt betrachten wir die Vektorfelder V (F,), welche die durch P, induzierten Bewegungen
auf dem Phasenraum beschreiben. Da die P untereinander verschwindende Poisson-Klammern
haben, bleiben alle P bei der durch ein P, induzierten Bewegung konstant. Also liegen die
V (P,) im Tangentialraum zu ¥ und spannen diesen aus Dimensionsgriinden an jedem Punkt
auf. Auflerdem haben wir, nach dem im vorherigen Abschnitt zur Beziehung zwischen Poisson-
Klammer und w gesagten,

0={Ps, Ps} =w(V(P.),V (P3))
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Also gilt
d(dg"pa)ly = wly =0
so dass (9.24) wegunabhéngig und F wohldefiniert ist. Wir kénnen den Weg also beliebig wiihlen,

insbesondere zum Beispiel auch so, dass fiir ein gewisses « € {1,--- ,n} das letzte Stiick parallel
zur ¢% -Achse verlduft. Dann gilt (ohne Summation!)

«

aFQ 8 / 1 /

8qa:8qa/ dqapoz(q7"'7qa7"'7qnap):pa

Damit haben wir gezeigt, dass F> das ,richtige” generierende Funktional ist. Wir definieren
_ 0F,

- 0P,

QOC
und sind mit unserer Konstruktion der gesuchten kanonischen Transformation fertig.

9.3 Chaos

Betrachten wir die Bewegung eines kleinen sphirischen Volumens V (tg) ~ r?® im Phasenraum.
Nach einer gewissen Zeit ¢ werden wir ein anders geformtes Volumen an einem anderen Punkt
des Phasenraums vorfinden. Man kann zeigen, dass die Deformation im Grenzwert » — 0 bei
festem t einfach ist: Aus der Sphire wird ein Eillipsoid, dessen Volumen nach dem Satz von
Liouville jedoch dem einer Sphére gleicht

n 2n
V()= & V()= %Ha
Ti=1

Volummen ~ 120 Halbachsen q;

O_

Abbildung 29: Sphéire im Phasenraum transformiert zu Ellipsoid

Da diese Dynamik von Differentialgleichung 1. Ordnung beschrieben wird, ist das schnellstmégliche
Wachstum von Abstédnden exponentiell:

ai(t) ~ eMt.r,

Wir erinnern daran, dass diese einfache Formel nur fiir sehr kleine r bei festem ¢ gilt. Die );
heiflen Lyapunov-Exponenten. Die genauere Definition lautet

A = lim limlln (a,(t)) .

n—oor—0 t r

Wegen Liouville gilt

2n 2n
H(e’\"t ) =71 = Z =0.
i=1 i=1

Fiir integrable Systeme sind die P konstant und fiir die @ ist nur lineares Wachstum méglich:

Q. =1t const. —|—Qg
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Wegen

1
lim —Int =0
t—ro0
verschwinden dann alle Lyapunov-Exponenten: \; = 0 fiir ¢ = 1,. .., 2n Chaotische Systeme sind

dadurch definiert, dass fiir mindestens ein ¢ gilt: A\; > 0. Da der Fall n = 1 stets integrabel ist,
kann man leider kein anschauliches Beispiel im 2-dimensionalen Phasenraum geben. Ein etwas
kiinstliches Beispiel (welches nicht auf echter hamiltonscher Dynamik basiert) liefert jedoch die

,Béckertransformation®.
C O~

o=

Abbildung 30: Béckertransformation

Um diese genauer zu verstehen, berechnen wir den horizontalen Abstand zweier benachbarter
Punkte (Abstand r bei ¢ = 0 ) nach N Perioden, wobei noch annehmen, dass die Periodendauer
T ist:

ap=2Np =27 .y

Wir finden somit

t—oor—0 t r t—o0o

1. [2vm 1 1
A1 = lim limln( T> = limfln(2t/7>=f1n(2)>07
t T

also Chaos.

Ein anderes Beispiel liefert ein ,,Billardtisch® mit perfekter Reflexion am Rand:
Falls dieser rund ist, sind H und L erhalten und das System ist integrabel. Bei allgemein ge-
formtem Rand ist nur H erhalten und das System ist chaotisch.
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Vorlesung 18, 18.06.21

10 Schwingungen und Kontinua

10.1 Kleine Schwingungen allgemeiner Systeme

10.1.1 Ein Freiheitsgrad
Die allgemeine Lagrange-Funktion eines zeitunabhingigen, 1-dimensionalen Systems lautet
1 :
L=3fa)-¢" V()

Sei go eine Ruhelage. Das impliziert:
V'(q0) =0
of d .
Notation: — = f' A —f=
otation o f dtf f
Definiere ¢ durch: ¢ = go + ¢, Umbenennung: ¢ — q.

L= %f(qO+q)~q'2*V(qa+Q)

Taylor-Entwicklung bis zur quadratischen Ordnung in ¢ bzw. ¢
1 ) 1 .
= 5f (@) - 4" = V(e) = 5V"(q0) - 4" + O(¢*) + ¢°0(q)

V(qo) ist irrelevant, da konstant; die Restterme O(q?®), ¢?0(q) sind vernachlissigbar, da sie zu
klein sind

1 o1
L~ - f(q0) - i 57" (20) - ¢

VI/
= Oszillator mit w = 4/ 7 — vOllig unabhéngig von Details des urspriinglichen Systems

10.1.2 Viele Freiheitsgrade

|
L= §fijqz'qy' - V(q) s q=1q, . qn}

Sei qo = {q%o), e ,qgo)} eine Ruhelage, also:

ov
0q;

(90) =0 Vi

Wie oben ¢ = qp + ¢

1 ..
L= §fij(QO +q)did; — V(g0 + q)

.. 1 .. :
Annahme: f;;¢i4; = 5(')01']' + fji)did; (f - Symmetrisch)
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Nutze Taylor fiir viele Variablen:

. -0 1. .0 0 1 o 9 0
2\ — 7 =000 Y - ] k 4
f(@) = f(0)+z axif(o) tore 7 D (0) + TR 6:p’ff(0) +O(z%)
1 .. 1 . oV
L~ §fij(QO)Qin - §Vz’j(qo)Qin mit Vi = 2B

Koénnen O.B.d.A. annehmen, dass f;; symmetrisch ist. Dann 3R € SO(n), so dass
R f R7! = diag(ay,...,a,)

Definiere ¢’ (keine Ableitung) durch: ¢; = (R™1)i;q¢f = ¢ = (R™")i;4]

Es folgt dann:

1

. _ . 1 _
L=~ Sdi(R)ijfir(R Yud — @ (R)i; Vir(R Y]

Mit Rijfjk(Rfl)kl = (RfRil)il = 5ilal und Rikal(Rfl)l]’ = Mz‘j folgt
Z a; q, z]q]

/!
4q;

Ja

1 a1 M;; ) M;;
L=— q” —_ = q(/ij q” Mit K;:; = J
ST S T =
1
2

Definiere ¢” durch: ¢} = , a; > 0 (ansonsten unphysikalisches System)

(q//)T Kq”

Da K symmetrisch ist, 3R € SO(n), so dass R-K-R!'= diag(k1, ..., kn)

Definiere ¢ durch: ¢ = R~1¢"

L: ( ///) 1 1 %( ///) RKR 1 ///

N |

"

Nun benennen wir ¢ — ¢ um:

L ()

— System von n Oszillatoren (unabhingig, harmonisch) mit Frequenz w; = v/k;

Zu beachten: mathematisch denkbares a; < 0 fiir gewisse ¢ unphysikalisch — die kinetische Energie
muss positiv sein. Es ist moglich, dass (fiir gewisse i) k; < 0. Dann war die Ruhelage instabil.
Falls k; = 0 fiir gewisse i, dann ist unsere O(q?)-Analyse unzureichend, um zu entscheiden, ob
der entsprechende Freiheitsgrad stabil oder instabil ist.
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10.2 Lineare Kette

Als Einstieg in die Kontinua betrachten wir eine lineare Kette aus Massenpunkten der Masse m

A - - - @ -
I |
I !

Az + i1 — G

Abbildung 31: Skizze einer linearen Kette mit ungespannten Federn der Federkonstante k, der
Lange Az in Ruhe. Die Variablen ¢; bezeichnen die Auslenkung vom Massenpunkt i aus seiner
Ruhelage.

mit
L= Z*qz Z (gir1 — @)’

Statt der Analyse mit 10.1.2 betrachten wir den Kontinuumslimes.
Dazu: Gehe von einem diskreten Satz von Funktionen g; zu einer (kontinuierlichen)
ortsabhéngigen Auslenkung ¢(z) der Massenpunkte in Kettenrichtung iiber.

q(x) bzw. ¢;

L

1~ q(xg) = q(1- Ax)

x bzw. i

Abbildung 32: Bildung des Kontinuumslimes.

Wir bezeichnen mit z die Ortskoordinate der Kette, und mit ¢; = ¢(z;) die Auslenkung aus der
Ruhelage in z-Richtung am Ort x;.
Die diskrete Version der Ableitung der Funktion g(x) bezeichnen wir mit

qi+1 — Qi

q(wit1) —q(z) = (z)Ar = ¢'(z;) = AL

Fiir unsere Lagrange-Funktion ergibt sich:
L= E quQ—E-q'(x-)2~Ax
’L 2 (2
k- Az
_ (e N2 (e N2
L= Z@, At [2 ' (Am) ) y @) ]

Jetzt nehmen wir den Limes Az — 0, m — 0, k — o0, so dass aber b = k- Az (Kompressions-

modul) und p = % (Liniendichte) konstant bleiben.
x
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Betrachte jetzt ¢ = g(x,t) als unsere dynamische Grofle:

b
= /dw <gq2 — 2q’2> £ - Lagrange-Dichte, Lagrangian
| ——

Z
Damit: erste einfache (2-dim) Feldtheorie mit dem “Feld” ¢(x,t) hergeleitet:

S = /dt L= /dt dr L(q(x,t),q(x,t),q (z,t))

— diese Form der Wirkung S ist typisch fiir Feldtheorie

Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem Hamilton Prinzip:

0=68 = /dtdaz <g - 5(¢?) — g : 5(q’2)>
:/dtd:z (p-cjéq'—b-q' 5q/)
partielle Integration in ¢ und z liefert
= /dtdw (—p “Gog+b-q" (5q) + Randterme
dq ist beliebig und wir vernachléssigen die Randterme

= /dtd:p (—p-G+0b-¢") 6g+ Randterme
———
=0

Wir erhalten also eine einfache Wellengleichung fiir eine solche lineare Welle:

q~ 2 // -0
b
mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢? = —

Der echte, elastische Festkorper kann durch eine 3-dim. Verallgemeinerung der Wirkung be-
schrieben werden.

q(w,t) = @@, 1) = {¢"(&,1),...,¢" (@ 1)} = {d'(7,1)}
q' sei jeweils die Auslenkung in z’-Richtung

7 - Auslenkung eines Punktes bei Z € R3
— Kompressions-, Scherungs-, Verdrillungswellen
Die beiden Terme der Lagrangian £ verallgemeinern sich, wie folgt:

/da;p-q'2—>/d393p‘q;2
b 0 0
/dﬂ:’ S q —>/d T bz],kl (8 i ]) (axkql>

— bj; 11 - kodiert verschiedene elastische Eigenschaften des Festkorpers
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10.3 Schwingende Saite
Einfaches Spielzeugmodell fiir nichtrelativistische, klassische Stringtheorie

Neben einem schénen mechanischen System stellt die eingespannte, schwingende Saite ein be-
sonders einfaches ,,Spielzeugmodell* fiir eine nichtrelativistische, klassische Stringtheorie dar.

Im Gegensatz zur Kette ist die Auslenkung orthogonal zur z-Achse und wird sogar als dominie-
render Effekt angenommen. Zur Newtonschen Herleitung der Bewegungsgleichung betrachten
wir folgende Abbildung.

Fy

4‘?— dz)

x)

— g

Fy

T x+dz

Abbildung 33: Schwingende Saite

Nach Newton gilt fiir das infinitesimale Stiick
pdx §(x) = (Fy+ Fy) L.

Sei F' der Betrag der Kraft, mit der die Saite gespannt ist. (Krafténderung durch Langenénderung
wird vernachlissigt AF/F < 1.) Dann gilt:

_ d
(FQ)L:F~sin0%F'tan0:F~T§:F-q’(x—l—dx),

wobei 6 der Winkel mit der Horizontalen ist. Das Argument x + dx im letzten Ausdruck ergibt
sich, weil die Betrachtung rechts am infinitesimalen Stiick erfolgt. Demnach folgt links analog;:

(Fl)J_ =—F-d(x)
Also finden wir
pdr j(z)=F [¢d(x+dz)—q(z)] = p-i—F-¢=0 = §G—c*¢" =0

mit ¢ = F/p. Die Lagrangesche Herleitung ist noch einfacher: Man iiberlegt sich sofort, dass

T:/dx'g(j?, und V:F'Ax:F'[/\/m—/de‘]

wobei Az die gesamte Langenénderung der Saite ist. Elementare Geometrie liefert nun
F
V:F-/dx<\/1+q’2—1> :/dx2q'2
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sodass

F
P T2
29 T

Dies hat exakt die gleiche Form wie bei der Kette, aber mit b — F. Wir finden also wieder
ij - 62 ' q// = 07

aber diesmal mit ¢ = F'/p, in Ubereinstimmung mit Newton.

Losungen sind z.B.
q(xz,t) = A-cos(k(x —ct)) und q(z,t) = B -sin(k(z — ct))

mit A, B, k beliebig. Da diese Gleichung linear ist, ist auch
q(z,t) = /dk(A(k) -cos(k(x —ct)) + B(k) - sin(k(z — ct)))

eine Losung. Hierbei treten A(k) und B(k) als frei wéhlbare Funktionen in der Losung auf.
Letzteres ist eine allgemeine Eigenschaft der partiellen Differentialgleichungen. Der Name kommt
daher, dass in ¢ und x jeweils partielle Ableitungen in der Gleichung vorkommen.

A(k) und B(k) konnen benutzt werden, um die Anfangsbedingungen ¢(z,0) und ¢(z,0) zu
erfiillen. Aulerdem haben wir i.A. noch Randbedingungen (wie x = 0 Oder x = L) zu erfiillen.

Speziell fiir die Randbedingung ¢(0) = ¢(L) = 0 finden wir nur diskrete erlaubte Werte fiir &
sowie bestimmte Relationen zwischen A und B. Es kommt dann zu stehenden Wellen. Wenn wir
uns bei diesen dann auf hinreichend kleine k£ beschrinken, ist unser Kontinuumslimes im Fall
der Kette a posteriori gerechtfertigt.

Vorlesung 19, 22.06.21

10.4 Ideale Hydrodynamik (Fluid Dynamics)

“Zelle”

Abbildung 34: Stromende Fliissigkeit mit (gedachter) Zelle.

e keine mikroskopische Beschreibung (grofi genug, dass noch viele Teilchen in ihr sind und
wir sie als homogen empfinden; aber klein genug, um der Zelle eine Geschwindigkeit, eine
Dichte, eine Temperatur zuzuordnen)

e Fassen diese Zellen zusammen in Feldern

Felder: Geschwindigkeit ¢(Z,t), Druck p(Z,t), Dichte p(Z,t), ... (— spezielle Feldtheorie)
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Newton fiir einzelne Zelle: s
v —
. —F

™

d
Hier ist — die sogenannte “Materialableitung” (substantial/ material derivative) = Bezug auf

die sich bewegende Zelle

i()_g_{_dxi 0
dt*/ 9t dt ot

o _ =
—a—FUV

Kraft auf Zelle:

—

F = Fyg + fp ] Fyugs - Grav., Magnetfeld, etc. ; ﬁp - Druck

F; = - / pd f | O sei die Oberfléiche der Zelle, und d f der dazugehorige Flachenvektor
O

Konnen die erste Komponente dieser Kraft mit Gauf in ein Volumenintegral umrechnen

Betrachte Projektion auf z!-Richtung:

dv

me = F = Fius — VP Vzelle
v = = _
me =F = Fyp — VD Vzele
oo (L5 4 (5995 = Fag — V- Vs |
m| =0+ (U-V)7| = Fsug — Vp- .
ot duf P VZzelle VZelle
817 - 57 _’éuﬁ 1
Sl + ﬁ-Vﬁ)——Vp—l— - =
£ <6t @-V) Vielle | p
ov U vAYTd ﬁp ﬁéuﬁ
< a7 V)= ——"7+ ——— Vizelle = =
o (7- V) P + > Ve s PVZelle = Mzelle = M
Fy .
b fauB = Gsug + duBere Kraftdichte (pro Masse)
P Vel
ov L = o Vp =
= E—F(U'V)U:—7+fauﬁ

Euler-Gleichung

Dazu kommt noch die Massenerhaltung (= Kontinuititsgleichung).

Definieren zunéchst das Vektorfeld j = p- U “Masse pro Zeit, welche die gedachte kleine Fliche
d f durchstromt”

Jetzt: Wihle festes (gedachtes) Volumen V' in der Fliissigkeit mit Oberfliche O und berechne
den Massenstrom aus diesem Volumen:

/Odf-i':/VN-J‘) av
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Dies muss der Massenabnahme in diesem Volumen entsprechen:

0 B dp

Da wir zu beliebig kleinen V iibergehen kénnen, miissen die Integranden gleich sein und es folgt
= - 0
die Kontinuitétsgleichung: V - j = —a—lt)

0 = (o
E—FV-(pv)—O

Reicht immer noch nicht zur Beschreibung der Fliissigkeit

— Brauchen noch die Zustandsgleichung p = p(p) (z.B. p ~ p" (Adiabatengleichung) fiir ideales
Gas)

Wir haben nun schliellich mit Eulergleichung + Kontinuitétsgleichung + Zustandsgleichung 5
Gleichungen (davon 4 partielle Dgl-en) fiir die 5 Felder p, p, ¢. Das Problem ist damit prinzipiell
gelost.

Als einfache Anwendung: Bernoulli-Gleichung herleiten

—

e Sei p = const., die Fliissigkeit also inkompressibel, und die Stromung stationér 8—;} =0

e konservative duBere Krifte: fi,g = —VV (V - Potential pro Masse)

Aus Euler folgt:

und schlieBlich:

wegen Stationaritét

. d_ d/p _

d (1, p
S — | = —-+V|=0
dt<2v —I—p—l- >

Es folgt die Bernoulli-Gleichung;:

517 2+ P + V = const. + gilt entlang der Strémungslinien
P

10.5 Potentialstromungen

Wirbelfreiheit: Definition:
7{17d§=0bzw.v><17=0
C

Falls sie gilt, bleibt sie (unter gewissen Voraussetzungen) erhalten.
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“Kelvins Theorem” = Jip so dass 7 = Vi

V-(Vp)=0=|Ap=0 | A= v - Laplace Operator

Laplace
Gleichung

Viele méchtige Methoden zur Lésung

10.6 Navier-Stokes-Gleichung

Betrachte Euler-Gleichung, zur Vereinfachung: mit f;uﬁ =0

o5 -\ =
p(at—k(%V)v)— Vp

In realen Fliissigkeiten gibt es Reibung

Y

~ Ov/0x

¥ 3

Abbildung 35: neuer Beitrag der inneren Reibung zur Kriftebilanz
Navier-Stokes-Gleichung

0 (g:; + (7~ V)qj’) =_Vp+n A¥ | 7 - dynamische Viskositét

11 Statistische Mechanik: Kinetik

Fokus: ungeordnete Bewegung der Teilchen eines Gases

11.1 Verteilungsfunktion im Phasenraum

Teilchen im Volumen V, nicht wechselwirkend; typische Zahl: ~ 10?* (Avogadro); fiir jedes
Teilchen: ¢, p.

Betrachte kleine Phasenraumvolumen: Ag? - Ap3.

Darin AN Teilchen, von N Teilchen insgesamt. N >> AN >> 1.

Definiere Verteilungsfunktion

arn=(Jim,) s as
&Pt = Aq,lAI?—m Ag3 - Ap3

kein mathematischer Limes — Agq, Ap miissen grofy genug bleiben um AN >> 1 zu erfiillen.
f ist die Teilchendichte im Phasenraum
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e ¢, Abhingigkeit: Volumen Ag¢? - Ap? ist um die Position ¢,p im Phasenraum zentriert.
Anschaulich ist diese Verteilungsfunktion f also die Teilchen-Dichte im Phasenraum

Nz/fa/d%f@ﬁw
Vv R3

w(at) = [ )

o Gesamtteilchenanzahl:

e Teilchendichte am Ort ¢

Vorlesung 20, 24.06.21

Uns interessiert die zeitliche Entwicklung von f.

— jedes Teilchen unterliegt der Hamilton-Dynamik, welche wiederum dem Satz
von Liouville gehorcht.
GroBe der Teilvolumina éndert sich demnach nicht (inkompressible Stromung
im Phasenraum)

_df _0f  9fd7  9fdp

T At ot dgdt | Opdt

D) _ L
= @) i+ T
(?Eg , p=F (z.B. —mg)
m
of 5 .
0= o) Ly (@) F

Neuer Schritt: Stofle zwischen Teilchen sind zugelassen = % #0

o _ o B o s df
E——(qu)'a—(vpf)'F+E

Wir geben den drei Termen auf der rechten Seite Namen, die ihre physikalische Bedeutung

widerspiegeln.
il ) IR () W )
ot ot Diffusion ot aufl. Kraft ot Collision

Sehr allgemeine Form der Boltzmann-Gleichung

11.2 Boltzmann-Gleichung

Wir spezifizieren den Kollisionsterm:

af <3f )
de ot Collision

Wir miissen dabei zwei wichtige Annahmen machen: Es liegt eine starke Verdiinnung vor (sodass

es nur zu bindren Stéfen kommt) und eine Unabhéngigkeit der stofenden Teilchen (Stofizahl-

ansatz, englisch ,molecular chaos*). Quantitativ bedeutet das, dass die Zahl der Teilchenpaare

am Ort ¢ (also Volumen im Ag?) mit Impulsen p; und p3 (im Volumen Ap?) proportional ist zu



Wir betrachten jetzt den ersten oben bereits erwéhnten Beitrag zum Kollisionsterm: Ein Teilchen
mit Impuls pi stoBt ein anderes p3 und verschwindet deshalb aus unserem Volumen Ag3Ap3.
Dies wollen wir wie folgt quantifizieren

AN e o o
(;;)( ,p1,t) = —/d3pzd3p1/d3p2’7(p1,pg,m’,m’)-f(q,pl,t)~f(q,p2,t)-

In diesem Ausdruck integrieren wir iiber den Impuls ps des Stopartners sowie die neuen Im-
pulse. Die Funktion 7 spezifiziert, wie oft die Kollision von Teilchen mit pi, p3 zu Teilchen mit
den neuen, gestrichenen Impulsen fithrt. Wir sprechen hierbei vom collision kernen oder Inte-
grationskern 7, der sich aber noch geringfiigig von 7 unterscheidet.

ﬁg/ \pg

Abbildung 36: Teilchenkollision (man denke an Billard)

11.3 Delta-Funktion (M)

Um den Unterschied zwischen 7 und 7 zu konkretisieren, brauchen wir eine grobe Vorstellung
der Delta-Funktion. Diese sei durch folgende Eigenschaften definiert:

/56(33) dr =1 und liH(l) de(z) = OV # 0.
e—

—€ ¢

Abbildung 37: §-Funktion
Etwas besser ist es, zu sagen, dass d(z) durch die beiden Bedingungen
/5(m)dx =1 und 4(xz)=0,Vx#0

definiert ist, wobei man nur Ausdriicke mit §(z) zulésst, die aufgrund dieser beiden Bedingungen
eindeutig auswertbar sind. Noch besser ist es, sich § ist als Funktional vorzustellen,

fo / f(2)6(x)dz = £(0)
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wobei das Integral rechts nur eine bequeme Schreibweise ist - der eigentliche Gehalt ist die
Zuordnung f — f(0)

Wir wollen es dabei bewenden lassen und uns darauf einigen, dass §(z) eine Funktion ist, die
’ganz scharf’ bei 0 lokalisiert und auf 1 normiert ist. Klarerweise ist dann § (x — z) entsprechend
scharf bei xg lokalisiert und es gilt:

/f 6 (z — xo) dz = f (20)
Weiterhin benutzen wir die Schreibweise

5*(z) =6 (2') - 6 (z%) - 0 (%)
wenn wir z. B. mir drei Variablen gleichzeitig arbeiten.

Boltzmann-Gleichung (Fortsetzung)

Jetzt konnen wir die beim elastischen Stof3 stets geltende Energie- und Impulserhaltung durch
3 (Pr — P) = 6 (Ef — Eq) 6° (9 — i)

erzwingen, wobei
Pi =P+ D2 Pf =D)+ Do
und
_ pl _Q _ p1 pz
Bi=hiv k=g, +2m Er=Bi+B=g +om

und die Indizes i/ f fiir ’initial’ und ’final’ stehen. Fiir "Teil a’ des StoBterms kénnen wir nun

d (a) o Lo . oL
<£> (7,p1,t) = /d3 PR PPyt (Py — By) - 7 (P, P2, 1. 05) - £ (51, t) f (T Doy t)

schreiben. Dabei haben wir von der sehr wichtigen dynamischen Gréfle 7, dem Integrationskern
oder Collision kernel, den prozessunabhéngigen Energie- und ImpulserhaltungsConstraint in
Form der 6 -Funktion abgetrennt.

Es ist jetzt offensichtlich, wie "Teil b’ aussieht, welcher die Streuung eines ’fremden’ Teilchens
in 'unser’ Phasenraumvolumen Ag3Ap3 beschreibt:

dfi\? o B} }
(S) =+ [ @ AR (P P) o7 (o 712) £ (071 ) £ ()

Die relevanten Wahrscheinlichkeiten sind jetzt durch die Phasenraum-Dichten bei Impulsen p}
und p,, gegeben und der dynamische Prozess ist schlicht die Umkehrung dess

In sehr vielen Fillen ist die Dynamik im Allgemeinen und die Streudynamik im Besonderen
zeitumkehrinvariant ist, und zwar sowohl klassisch als auch quantenmechanisch:

T (53713&7?31152) =T (ﬁhﬁ?aﬁ/lvﬁé)
Damit folgt
(afl> /d3 CF A, - 6L (P — B) -7 (51 o, 7, 1)
ot Coll.
X (f (@, 1,t) £ (@.95,t) — F (T P1,) f (T, P2, 1))

Eingesetzt in obige Formel fiir die Boltzmanngleichung liefert dies die allgemeine Formulierung.
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Man kann nun (mit einiger rechnerischen Miihe aber ohne neue Ideen) den Integrationskern
durch den Wirkungsquerschnitt ausdriicken. Wir geben das Resultat ohne Beweis an,

of 3 / . _,do,_ .
at) . = [ 4P [ dQfn =l gg 0 _
<6t >Coll. / b2 1 — T (P1, 72, (f1.fs = f1f2)

wobei df) die Integration iiber die Richtung der Streuprodukte im Schwerpunktssystem bezeich-
net und wir fiir die relevante Kombination der Verteilungsfunktionen eine hoffentlich selbster-
kldrende Kurzform gewéhlt haben.

11.4 Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Zur Vereinfachung sei nun die duflere Kraft Null, F= 0, und die Dichte im Konfigurationsraum
homogen, f(q,p,t) = f(p,t). Es folgt

af (ﬁlat) 4 )
—_— = 4 (Pf—P)-1- _
ot /1327171472 ( / )T (fl f2 flf?)

Wir sehen, dass die Bedingung
fife=fifs

hinreichend fiir das Vorliegen von Gleichgewicht (also Zeitunabhéngigkeit von f ) ist. Die Not-
wendigkeit dieser Bedingung folgt aus Boltzmanns H -Theorem. Dazu definiert man das Funk-
tional

H[f] = / &5 £7) - ().

Wenn nun sich nun f zeitlich entwickelt, so kann man zeigen, dass

dH
— <0
dt —
und sogar
dH
O 0 & fifs=ht

H ist eng mit der Entropie und das H -Theorem mit dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik
verbunden. Fiir uns impliziert es vor allem, dass die Bedingung f1f5 — fi1f2 = 0 notwendig fiir
das Vorliegen von Gleichgewicht ist. Eine dquivalente Schreibweise der Gleichgewichtsbedingung
ist

In f (1) + 1 f (72) = In f (7)) +nf () -
Dies hat die Form eines Erhaltungssatzes fiir 2 — 2 -Prozesse (man denke zum Beispiel an
Ey + Ey = E| + Ef). Wenn wir also eine Erhaltungsgréfie x(p) kennen und f durch

f(P) = const. - x(p)

definieren, erhalten wir stets eine Gleichgewichtsverteilung. Der allgemeine Ansatz fiir f ist also

In £(7) = 3 x(7)

wobei x; iiber alle ErhaltungsgréBen lduft. Im allgemeinen Fall erhalten sind nur: 1,7 (also
p1,p2,p3 ) und E = p2/2m. (Den Drehimpuls kénnen wir nicht zulassen, weil dieser ¢ involviert.)

Wir haben also
9

lnf:a+b-p1—I—c-p2+d~p3+e-p—,
2m
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mit fiinf frei wihlbaren Konstanten a,...,e. Man kann dies umschreiben als
Inf=-A@-p)"+InC
was immer noch die allgemeinste Linearkombination von 1, {p;} und F ist. Es folgt
F(B) = C - e~ AT=10)*,

In dieser Form lésst sich die physikalische Bedeutung der einzelnen Koeffizienten bequem dis-
kutieren. Wir stellen fest, dass py den Mittelwert des Impulses beschreibt.

Vorlesung 21, 29.06.21

11.5 Mittelwert (M)

Wenn wir eine Grofle ', N-mal messen kénnen, so ist der Mittelwert definiert durch

_ LS o S F@) [ dadp g F
<F>_N;F(l)_ SN [ dadp f

Dies iibertrigt sich auf unseren Fall des verdiinnten Gases mit Verteilungsfunktion f(q,p) im
Phasenraum. Dazu betrachten wir eine Grofie F' = F(q, p) und definieren:

N#herung: Alle Teilchen in kleinem Teilvolumen « haben gleiches ¢, p'= ¢u, Pa
1 — —
= (F)~ & za: F(Gos ) - Nat
1 g g — —
- N ZF(Qaapa) : (f(Qa,pa) : quApi)
N, - Zahl der Teilchen in Teilvolumen «, Aqupi - Volumen von Teil «
1 g = - —
= (F)= - [ 55 FaR D)
[ #aas Fanian
(/fifﬁﬂim

homogener Fall:

iy Y L85 FD )
Y[ &5 ()
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Maxwell-Boltzmann (Fortsetzung)

Betrachte die 3 Observablen {F!, F2, 3} = F(p) = {p*, p%, p*}.
Berechne: (F') = (p!)

/ BF - e AT’

/d3ﬁ- Ce—AP—ro)?

/ dpdpdp® - p' Ce AP PO 07 —n0) 40" —0)?)

(") =

/ dpldpdy? - Ce— AP PP+ =13+ (0" —10)?)

= <p1> = p(l) (Analog fiir P, p3)

OBdA: gehe ins Ruhesystem des Gases, so dass pgp =0
Berechne Erwartungswert von

-2
P
m

[\

Rechnung wie oben:
und

/d3ﬁ: /dpl/dp2/dp3

Fiir den Erwartungswert der Energie eines Teilchens ¢ folgt:

=Dy 2
'2am’ 4Am
Definition der Temperatur:
1 € 1
k= —=—
2 ny  4Am

mit ny - Zahl der Freiheitsgrade eines Teilchens (hier: ny = 3) und k = kp als Boltzmann-
Konstante.

Die natiirliche Einheit der Temperatur ist die der Energie (Achtung: es gibt andere Temperatur-
Definitionen).

. 1
Wir haben: A = m
) <P) 1 E(p)
A 2m | k 77
= f(p) =Ce " =Ce =Ce kT
C folgt aus:
= [datr o=V [ &5
N "
n:V:/dSpf(ﬁ):C:...
Endergebnis:
W
) =" e KT

(2mmkT) 3
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11.6 Maxwell-Boltzmann-Verteilung mit duflerer, konservativer Kraft

) | )
O - PG fy —Frus- Tyt + / 6. )T (fifs— fifs)  Notation: fi = f(d, )
Diff

Wir nehmen an, dass die typische freie Weglinge (¢1 = ¢ = ¢} = ¢4 = ¢) << typische
Léngenskala des Potentials (Lénge ab der ein 81gn1ﬁkanter Unterschied im Potential bemerk-
bar ist)

= Collision-Term bleibt Null, wie bei Analyse ohne Kraftfeld (gegeben eine entsprechende
Abhéngigkeit von f von p).

Unsere Gleichgewichtsforderung lautet jetzt:

0 P — _ _
U 0=~ L9,@5) + (V4V (@) V(3 5) + Collisior=Term

gleiche f Abhingigkeit wie beim homogenen Gas; kurze, mittlere freie Weglédnge
Ansatz: f(q,p) = fo(p)g(q), wobei fy die Boltzmann Verteilung ohne &uflere Kraft darstellt
(sieche Oben).

0= % Vq (fo@9(D) + (VaV(D) - Vi(fo(@)9(D))

Aus kurzer Nebenrechnung: V,,fo(p) = — P T fo(D)
5o 7
0=-L (V@) - o) - 2= - TV @@ o)
Wir suchen eine Losung, die diese Gleichung erfiillt (nicht unbedingt die allg. Losung)
0= ~Vald) — o) LD
Va9 B v,V
~ qg kT
= =(V
1 - _ e
< Vin(g) <kT>
Vv
1 - _
®n(g) = -
Eine Losung ist:
%
g = const -e” kT

Mit unserem bekannten fy folgt:

E(q,p)

f((j”ﬁ) = (Ce kT

7
2

mit E(q,p) = V(@) und C wird aus N bestimmt: N = / d3qd3p - £(q,p)

Vol.

11.7 Diffusion
(sieche Skript)
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12 Statistische Mechanik: Thermodynamische Gesamtheiten
(Statistical Ensembles)

12.1 Der I'-Raum

Bisher: Beschreibung durch Verteilungsfunktion f(q,p) auf dem 1-Teilchen-Phasenraum = pu-
Raum
Jetzt: Wechsel zum N-Teilchen-Phasenraum = I'-Raum

Koordinaten: i, ...,qn,P1,s--.,Pn = 6N, N ~ 10%
Gesamtes Gas: charakterisiert durch einen einzigen Punkt im I-Raum. (vorher: N Punkte im
p-Raum = f auf p-Raum)
Explizite Beschreibung unméglich; uns interessiert auch nur eine “makroskopische Beschreibung”

Fassen alle Mikrozustéinde zusammen, die zu einem beobachtbaren Zustand gehoéren

— Unser Wissen wird immer unvollstéindig bleiben = Wahrscheinlichkeit

12.2 Wabhrscheinlichkeit (M)

Ereignisraum Menge M aller Elementarereignisse

Bsp: 2-facher Miinzwurf:
M={KK,ZZ,KZ,ZK}

Ereignis: Jedes Ereignis ist eine Untermenge von M
Bsp: Zwei mal gleiches Ereignis:
A={KK,ZZ} C M
Bsp: Das “unmogliche Ereignis”:
A=oCM
Wahrscheinlichkeit anschaulich: Aussage iiber Erwartung bzgl. des Ausganges eines Experimen-

tes
etwas naheliegender, aber eingeschrankter (“limiting frequency”): z.B.

k Anz. Treffer
PH{KK,ZZ}) = 1i
({ ’ ) Nl—I>noo N Anz. Versuche

Formale Definition
Wahrscheinlichkeit ist eine Funktion
P : {subset of M} - R, A+ P(A) €eR

welche die Kolmogorov-Axiome erfiillt:

(I): P(A)>0VA

(I :P(M)=1

1 : P (| Ai) => P(4;) fiir disjunkte 4

icl i€l

I sei eine beliebige Indexmenge (auch oco); fiir disjunkte Indexmengen gilt: A;NA; =0 firi #j
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Vorlesung 22, 01.07.21

12.3 Mafl und Wahrscheinlichkeitsraum

Wir definieren den wichtigen Begriff des Mafles:
Sei M eine nichtleere Menge. Fine Familie ${ von Untermengen von M heifit o-Algebra, falls

Il Ac A= M\Ac A

IT Fiir jede Folge {A;} miti € N, A; € Agilt |,y Ai € A. Des Weiteren heiflt eine Abbildung
A — [0, 00] MaB, falls
I u®@) =0
I g (Ujen 4i) = Xjen 1t (4) fiir jede Folge disjunkter Elemente A; aus 2.
Schlieflich der fiir uns hier relevante Begriff: Falls p(M) = 1, heiit das Tripel (M, %2, ) ein
Wabhrscheinlichkeitsraum.

Der entscheidende neue Punkt ist, dass man mit diesem Begriff auch Situationen zulisst, in
denen nicht alle Teilmengen von M als Ereignisse zugelassen sind.

Der I' -Raum (Fortsetzung)
Uns wird meift der kontinuierliche Fall, also z. B. M = R, interessieren. In solchen Situationen
wird die Wahrscheinlichkeit oft durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) angegeben:

22

P (1, 22]) = / d p(z)

zl

Analog hat man z.B. fiir M =T = RV .
PO)= [ aEp(d
O
wobei O ein Gebiet in R% ist und & € ROV,

12.4 Das mikrokanonische Ensemble

Nach den obigen Vorbereitungen kommen wir zu den thermodynamischen Gesamtheiten oder
Ensembles, unter denen das mikrokanonische Ensemble das wahrscheinlich einfachste ist.

Es stellt die Gesamtheit aller Mikrozustéinde mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten dar,
welche zu dem makroskopischen Zustand eines Systems mit konstanter Gesamtenergie gehoren:
E = E;,; = const. Fiir unser Beispiel ,,Gas im Kasten“bedeutet das, dass die Winde elastisch
refelktieren.

Wir machen auflerdem noch die entscheidende Gleichwahrscheinlichkeitsannahme: Jede
Phasenraumzelle in I' ist gleich wahrscheinlich.
Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Gases bedeutet das:

3N
:

p= p(q17 -y 43N, P1, --~7P3N) = p(pla '--ap3N) = const. - 0 <E - Z 27’ZI’L> .
i—1

Da wir die Energie nicht exakt kennen kénnen, ist es angenehmer, nur zu fordern, dass

H e [E - AE,E).
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Das entsprechende p ist innerhalb der so definierten Kugelschale konstant, auflerhalb 0. Die
Normierung, also der Wert innerhalb der Kugelschale ist festgelegt durch

/dGN ’ g p(é?) = VN : /dp1-~-dp3N rho(pl, --~ap3N) = VN VKugelschale PKugelschale = 1.
T

P3
P3N

P1
Abbildung 38: Illustration unserer Forderung
Im Folgenden iiberpriifen wir die Konsistenz dieses Konzepts mit der Boltzmann-Verteilung.

12.5 Boltzmann-Verteilung als wahrscheinlichste Verteilung

Wir wollen eine Verbindung zwischen Phasenraumverteilungen f(g, p), also Funktionen auf dem
mu-Raum, und Wahrscheinlichkeitsdichten im N-Teilchen Phasenraum (Funktionen auf dem
I'-Raum) herstellen. Dazu zerlegen wir beide Rdume in kleine Zellen, sodass alle Variablen nur
diskrete Werte annehmen.

In diesem Bild von einem in Zellen eingeteilten - und I'-Raum haben wir nun folgende entschei-
dende Tatsache: Einer Phasenraumverteilung f(g, p) entspricht ein Gebiet O[f] im I'-Raum mit
einem Volumen Q[f].

In unserem Gas nummerieren wir nun die k Zellen des py-Raums (k > 1), jede mit einem Volume
Ap*A¢® = w durch einen Index i € {1,...,k}. Die Verteilungsfunktion f wird damit zu einem
Satz von Zahlen f;, welche jeweils die Teilchendichte in der Zelle ¢ beschreiben

= [ ETEF G = fw

Wir wéhlen dabei w zwar klein, aber trotzdem grof§ genug, damit in jeder Zelle noch viele
Teilchen n; > 1 sind. Das diesem f entsprechende Volumen im I'-Raum ist

N

Dabei ist letzterer Faktor die Zahl der Moglichkeiten, N Teilchen auf k Zellen zu verteilen,
sodass die Zelle ¢ n; Teilchen hat. Diese Information ist im I'-Raum darstellbar, aber nicht
in p. Daher entsteht beim Ubergang von f zu Q dieser Zusatzfaktor. Wir kénnen nun eine
Wahrscheinlichkeitsdichte py auf I' einfithren, die innerhalb von O[f] konstant und sonst Null
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ist, und damit weiterarbeiten. Aber es ist einfacher, mit der Gleichwahrscheinlichkeitsannahme
direkt zu schlieflen, dass die Wahrscheinlichkeit von f durch

P[f] = Qf1/9r

ist, wobei wir mit Qr das fiir uns relevante Gesamtvolumen des I' -Raumes bezeichnet. Wir
interessieren uns nur fiir f s mit konstanter Energie E und entsprechend ist Q) auch nur das
Volumen des I' -Raumes, welches zur Energie F gehort. Um das wahrscheinlichste f zu finden,
suchen wir also das Maximum von [f] bzw. von

k
InQ=InN!-— Zlnni! + const.
i=1

beziiglich der {n;} unter den Nebenbedingungen
Zni:N, ZEini:E
i i

wobei F; die Energie zur Zelle ¢ ist. Dazu benutzen wir die Stirling-Formel
Inn!~n-(Inn—1)

sowie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (welche wir hier & und 8 nennen):

Oa,B,{n:} {—an (Inn; — 1) — « (an - N) —-p (ZEmZ - E) } =0
Wir miissen also gleichzeitig
0ul ) =0, O3} =0, wnd O} =0
16sen. Die k letzten Gleichungen lauten
—Inn;, —a—BE; =0,

was

n; = e BF

liefert. Wegen f; = n;/w sehen wir, dass wir die Maxwell-Boltzmann Verteilung gefunden haben.

fwni:A-e_BE"

Die ersten beiden Gleichungen sichern korrekte Gesamtteilchenzahl und Gesamtenergie, durch
die richtige Wahl der “Konstanten” « und 8 der Verteilung n;. Dieses Resultat stiitzt wiederum
die Gleichwahrscheinlichkeitsannahme.
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Vorlesung 23

12.6 Das kanonische Ensemble

System + Reservoir (= Warmebad)

Gesamtsystem:
FEiot=F1+FE> = const.

Konkret im Fall unseres Gases sind also V7, Vo, sowie die zugehorigen Teilchenzahlen N und M

fixiert. Nur die Energie im System nicht.
Ein Energieaustausch mit dem Reservoir ist erlaubt, ein Teilchenaustausch nicht.

Aber: Gesamtenergie Eyot = E1 + E5 = const.

P:(Pl"'PSM)

e ? e °
@ L] @
M > N >1 I T
s, a® ¥
@ 5 @ Y L]
@ P - e @
N @ a8
] ( . ) 8 s B
q _— PR @ '] L] L)
P=1P1-- P3N I A RN o
3 eg A o e e
> & e 4 @ a o
2" aRe [~ o ? ° L] @
€ T e 5 o
e s sa @
™ /OOJ'J . o *a %
J"° - & X "'

warmeleitend
Abbildung 39: System (1) durch wirmeleitende Wand im Kontakt mit Warmereservoir (2).

Berechne Erwartungswert einer Observablen F' = F(p) des Systems (1). Dazu berechnen wir
< F > nach den Regeln fiir das mikrokanonische Ensemble des Gesamtsystems.

<F>=C [ dFdE P 5(Bu - () - Ha(P)

— C - normierender Faktor (einschliefilich Integrale iiber Vi, V3)

Wir konnen als einfache Hamilton-Funktionen z.B.

3N o

annehmen.
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Betrachte Observable F'(p).
Wichtige Nebenrechnung:

<F>=C [ @5 [EUPFE) (B~ B - Ha(P)
I= /d3MJ3 §(Eyor — By — Ho(P))

= /2m(E, — E1) = R = Radius einer Sphire
I = Oberfléche einer Sphire im R3Y

I~ R3M-1 , p3M

y E
[~ (Bt —E1)% ~ (1— 1>

P
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